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Prefata

Lucrarea este rezultatul seminariilor de analizd matematica tinute de
autoare studentilor anilor intai ai Facultdtilor de Automaticd si Calcula-
toare, Electronicd gi Telecomunicatii si Stiinte Aplicate din Universitatea
Politehnicd Bucuresti.

Cartea este structuratd in treisprezece capitole, contindnd o sectiune
teoreticd cu principalele notiuni gi rezultate necesare rezolvarii exercitiilor,
o parte de probleme rezolvate care acoperd programa de analizd si prob-
leme propuse studentilor pentru o fixare mai buna a cunostintelor predate,
precum si pentru intelegerea altor cursuri de specialitate.

Pentru aprofundarea conceptelor fundamentale ale analizei sunt necesare
o pregatire teoreticd suplimentard gi o participare activa in cadrul seminari-
ilor si cursurilor.

Mult succes!
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Capitolul 1

Serii de numere reale

1.1 Definitie si propriet%it;i generale

n
Definitia 1.1. Fie (u,)n un yir de numere reale si fie s, = Zuk girul

k=1
sumelor partiale asociat. Seria Zun se numeste convergenta daca sirul

n
S, este sir convergent; limita acestui sir se numeste suma seriei; in caz

contrar seria se numegte divergentd (adicd daci sirul sumelor partiale nu

are limitd sau limita sa este +00 sau —oc). Dac girul s, nu are limitd nici
o0

finitd , nici infinitd vom spune ci seria E U, este oscilanta .

n=]
Proprietdti generale

1. Dacd intr-o serie se schimbi ordinea unui numar finit de termeni se
obtine o noua serie de aceeagi naturd ; daca seria initiala are suma
atunci seria obfinuta prin aceasta schimbare are aceeasi suma .

2. Daci la o serie se adauga sau se scoate un numar finit de termeni se
obtine o noud serie de acecagi natura , dar cu altd sumé , in cazul in
care seria initiala este convergenta .

oc

3. Dacéd seria E un este convergentd , atunci pentru orice sir (kn)n

n=1
crescator, divergent. de numere naturale, seria

(urFua+. . Fug, ) (Uky 1+ F U)o (U1 U )

oo
este de asemcnea convergentad gi are aceeasi sumd ; daca seria E Un,

n=1
este divergentd , dar are sumé , atunci si seria de mai sus este diver-

&
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gentd si are aceeagi sumd . Dacd existd un gir (k,), astfel Incat seria
(o]

de mai sus sé fie divergentd , atunci si seria E Uy, este divergenta .

n=1
oQ
4. Daca seria Zun este convergentd , sirul sumelor partiale este mérginit.
n=1
o0 oo
5. Fie Zun o serie convergenta si Z Up, seria convergentd obtinutd
n=1 n=p+1
o}
prin inldturarea primilor p termeni. Suma seriei Z UnSe noteazd
n=p+1
o o]
cu R, si se numeste restul de ordin n al seriei Zun. Cu ajutorul
n=1

acestei notiuni se poate enunta proprietatea:resturile unei serii con-
vergente formeaza un sir convergent citre zero.

oo o0
6. Seriile Zun si Zaun, unde o € R\ {0} sunt de aceeasi naturi .

n=] n=1
oo
7. Daci seria Zun este convergentd , sirul (u,), al termenilor sii este
n=1
2.1
convergent citre zero.Reciproca nu este adevarata :ZH vom vedea
n=1

. " 1
c& e divergentd , dar lim — = 0.
n—oon,

Aceastd proprietate numitd conditia necesara de convergentd se
mai poate enunta In urmatoarea formulare echivalents , utild in aplicatii:

8. Daca sirul termenilor unei serii nu este convergent cétre zero,seria este
divergenta .

Exemplul 1.1. Seria geometrica Fie a € R si ¢ € R numit ratie si
fie seria geornetrica Zaq”.
n>0
Suma partiala de rang n a seriei este

1—g™

o n-1 _ a—q—l_q, pentru g # 1

Sn=atagt...+ag na, pentru g = 1
1-¢"  a

Dacd |g| < 1, atunci lim s, = lim a , deci seria geometrica

n—00 n—oo 1—g l-g

este convergentd In acest caz gi are suma 1%(].
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Daci |g| > 1, atunci se observa imediat c& girul termenilor seriei nu con-
verge citre 0, deci,conform proprietatii 8., seria geometrici este divergentd
in acest caz.

1.2 Serii cu termeni pozitivi

Proprietati:

1.

Sirul sumelor partiale ale unei serii cu termeni pozitivi este strict
crescator.

O serie cu termeni pozitivi are totdeauna sumi (finitd sau nu).

O serie cu termeni pozitivi este convergentd dacd gi numai daci girul
sumelor partiale este marginit.

[o o]
Dacid E un este o serie cu termeni pozitivi , atunci ea are aceeasi

n=1
natura cu seria
(ur+uo+. . Aupgy) + U+ g+ (U U )

unde (k) este un sir crescitor divergent de numere naturale.

Pentru stabilirea naturii unei serii cu termeni pozitivi se folosesc urméatoarele

criterii:
[0 o] oo
1. Primul criteriu al comparatiei Fie Zun si Z'un serii cu termeni
n=1 n=1
pozitivi.Presupunem ci u, < v,. Atunci:
o0 oc
1) Dacd seria Z’un este convergentd , atunci seria Zun este conver-
n=1 n=1
gents, .
oo oc
2) Dacd seria Zun este divergentd , atunci seria Zvn este divergents
n=1 n=1
co [ ]
2. Al doilea criteriu al comparatiei Fie Zun si Zvn serii cu termeni
n=1 n=1
pozitivi.Presupunem c “2t < P2t Agunci:
o0 oC
1) Daci seria Zvn este convergentd , atunci seria Zun este conver-
n=1 n=1
gentd .
cC o0

2) Dacd seria Zun este divergentd , atunci seria Zvn este divergent
n=1 n=1
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co oC
Al treilea criteriu al comparatiei Fie E Up, §i E vp, serii cu ter-
n=1 n=1

. e s al . u
meni pozitivi astfel incat lim —= = 1.
n—0 Uy,

1) Dacd 0 < I < oo, atunci cele doud serii sunt de aceeasi naturi .

o0 o0
2) Daca I = 0, iar seria Zvn este convergentd , atunci seria Zun
5 n=1 n=1
este convergents .
o0 [e 0]
3) Dacé i = +oo, iar seria E U, este divergentd , atunci seria E Un
. ] . n=1 n=1
este divergents .
o0
Criteriul radacinii(al lui Cauchy) Fie Zun o serie cu termeni
n=1
pozitivi astfel incdt lim {u, ={. Atunci:
n—0Cc0
1) Dacd | < 1, seria este convergent .
2) Dacd [ > 1, seria este divergentd .
o
Criteriul raportului(al lui D’Alembert) Fie Zun o serie cu ter-
u n=1
. . . » -~ A . 1 .
meni pozitivi astfel incat lim ntl — . Atunci:
n—oo un
1) Dacd I < 1, seria este convergentd, .
2) Dacd [ > 1, seria este divergents .
o0
Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie Zun o serie cu termeni pozitivi
n=1
. -~ -~ . u'n .
astfel incat lim n — 1] =1. Atunci:
n—oe \ Un+1
1) Dacd | > 1, seria este convergents .
2) Dacd ! < 1, seria este divergents .
cQ
Criteriul lui Kummer Fie Zun o serie cu termeni pozitivi.
n=1

1) Dacs existd un sir (a,)n, de numere pozitive astfel incdt girul cu
termenul general A\, = a, UUL ~ Qn41 S8 aibid limitd strict pozitiva ,
nT
atunci seria este convergenta .

2) Daci existd un sir (a,)n de numere strict pozitive astfel incét seria

oC
1 . o . o vu e e .
E — s3 fie divergentd , iar girul (A,), s8 aibi limitd strict negativa
an
=1
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[}
atunci seria E un este divergents .

n=1
(e o]
8. Criteriul de condensare al lui Cauchy Fie Z’u,n o serie cu termeni
n=1

pozitivi gi descrescitori, iar (ap)n un sir crescitor divergent de numere

naturale astfel Incét sirul de termen general % s& fie mérginit.

—an,
o0 (o 9]
S& se arate ci seriile Zun si Z(an+1 — Gy )Uq,, Sunt de aceeasi naturd
n=1 n=1
oo
9. Criteriul logaritmic Fie Zu‘n o0 serie cu termeni pozitivi si sd pre-
n=1
1
- ’ (9] . ’u,.n —
supunem cé existd lim — ={.
n—oo Inn
o0
1) Dacd [ > 1, atunci seria Zun este convergentd .
n=1

oC
2) Daci I < 1, atunci seria Zun este divergenta .

n=1
<0
10. Criteriul lui Gauss Fie Zun 0 serie cu termeni pozitivi astfel incat
n=1

Un Un I3 On
raportul ams; S€ poate pune sub forma, _— = A+ -+ —1hs, unde

a > 0, iar (6n)n este un gir marginit, atunci ea este convergentd ,
dacd A > 1 sau dacd A = 1, u > 1 gi divergentsd dacd A < 1 sau dacd
A=1p<1.

11. Criteriul integral Fie f: {0,00) — [0, 00) o functie descrescétoare gi
fie sirul a, = [{* f(t)dt. Atunci seria Z f(n) este convergentd daci si

n
numai dacj sirul (a,),, este convergent.

o

Exemplul 1.2, Seria armonica generalizatd Fie seria E —,
n

n=1
a € R. Vom stabili natura ei.

Dacd o < 0, atunci termenul general al seriei nu converge cétre 0, deci
seria este divergenté .

Daca « > 0, termenii acestei serii formeaza un sir descrescator de numere
pozitive, deci putem aplica criteriul de condensare. Luand in acest criteriu
an, = 2", deducem c& pentru a > 0 seria datd este de aceeasi naturd cu

iy . . « W _—_— —_ - . . , . 1
serla geometrica Z ( on)a Z a1 Cum ultima serie are ratia 5a=T)
n=1 n=1

rezultd c3 ea este convergentd pentru a > 1 si divergentd pentru o < 1.
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Prin urmare, seria armonicé generalizatd este convergentd dacd o > 1
divergenta daci o < 1.
Pentru a = 1 seria se numeste serie armonica .

W
e

1.3 Serii alternate

(o o]

Definitia 1.2. Se numeste serie alternatd o serie Zun pentru care

n=1

produsul uptun+1 < 0,Vn € N,

o0
Criteriul lui Leibniz Fie E (=1)""lu, o serie alternats . Dacj girul
n=1
(un)n este descrescdtor si converge cétre 0, atunci seria este convergenta, .

1.4 Serii absolut convergente. Serii semiconver-
gente

(v.8)
Definitia 1.3. O serie Eun se numeste absolut convergentid daca

n=1
co

seria modulelor E lun! este convergenta .

n=1
Seriile absolut convergente au urmétoarele proprietati:

1. Orice serie absolut convergentd este convergents .

2. Prin orice permutare a termenilor unei serii absolut convergente se
obtine tot o serie absolut convergenta cu aceeagi suma .

Studiul convergentei absolute se face cu ajutorul criteriilor de la seriile cu
termeni pozitivi.

Definitia 1.4. Se numegte serie semiconvergenta , orice serie conver-
gentd pentru care seria modulelor este divergenta .

Pentru a stabili dacd o serie cu termeni oarecare este comnvergentd se
poate cerceta, In baza proprietatii 1., decd ea este absolut convergenta sau
se aplicd urmitoarele criterii:

o0
1. Criteriul general al lui Cauchy O serie Zun este convergenta

n=1
dacd si numai dacd pentru Ve > 03N{e) € IN astfel Incdt Vn > N{e)

s avem |Up+1 + Ungo + ... + Ungp| <&,V 2> 1

cC oc
2. Criteriul lui Abel Daca seria Zun se poate scrie sub forma Zanvn

n=1 n=1
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o0
In care sirul (o, ), este monoton si mérginit, iar seria E Up, este con-
' . - . o n=1
vergenta , atunci aceasta serie este convergenta .
oo
3. Criteriul lui Dirichlet Dacd seria E Un, se poate scrie sub forma

n=1
oS

E oy 1n care (ay)n este un gir monoton tinzand cdtre zero, iar girul

n=1
de termen general V,, = v1 +v2 +.. .+ v, este marginit, atunci aceasta

este convergenta .

1.5 Operatii cu serii

oo o0 o
Definitia 1.5. Fie Zun si Zvn serii.Seriile Z(un + Un),
n=1 n=1 n=1

e o] e}

Z(un — Up) S an, unde Wy = UVp + UoUp—1 + ... + Up_1V2 + UpV] SE

n=1 n=1
o0 co

numesc suma, diferenta si produsul seriilor E Up S E Un.
n=1 n=1

Proprietati:

1. Suma sgi diferenta a doud serii convergente este convergenta Dacd

o0
s,0,8, s sunt sumele seriilor Zun Zvn,z Un + Vn), Z(un — Un),

n=1 n=1 n=1 n=1
atunci S =s+o0,8 =s—o.
oo O
2. Teorema lui Abel Daci seriile Zun, E Un,s _S_ wy, sunt convergente
=1 n=1 n=1

si dacd U, V, W sunt sumele lor, atumn U-V=Ww.

o0 o0
3. Teorema lui Mertens Dacd seriile E Unp, _S_ v, sunt convergente si

n=1 n=1
00

cel putin una dintre ele este absolut convergentad , atunci seria an
) n=1
este convergentd gi avem U -V = W.

oo o]
4. Teorema Iui Cauchy Dacé seriile Zun,Zvn sunt absolut conver-

n=1 n=1

gente, atunci seria E wy, este absolut convergenta .

n=1
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1.6 Aproximarea sumelor seriilor convergente

Evident, suma unei serii convergente se poate aproxima cu termeni:
sirului sumelor partiale. Dam mai jos doud rezultate in acest sens.
Aproximarea sumelor seriilor cu termeni pozitivi
Fie u, > 0 i fie k > 0 astfel incdt 252 < k < 1,¥n € N. Dacd S este suma
scriei convergente ) Un, iar sn = ) p—oUn este suma primilor n + 1
termeni, atunci:

IS — s, <

1 _ kun.

Aproximarea sumelor seriilor alternate
Fie Y cn(—1)"uy o serie alternatd convergentd , si fle § suma sa.

Daci Sp = Y p_o(—1)*uy este suma primilor n + 1 termeni, atunci

|S - Sni < Up41.

1.7 Probleme rezolvate

o )

1. Dac4 seria g |Tn — Tp—1|, unde z, € R, este convergentd , atunci
n=2

(In)nzl e convergent.Reciproca nu e adevaratd . Dati un contraexem-

plu.

n

Solutie. Fie S, = Z|:ck — Tg—1]
k=2

Cum }:lmn — Zn—1| este convergentd rezultd cd (S,), e convergent,

n=2
deci e sir Cauchy, adicd |Zpip — Zn| = [(ZTnip — Tnip—1) + Tntp-1—
~Tptp-2)t. .+ (l’n+1 —Zn)| < |Tntp = Tntp-1|+ [Tntp-1— Tnip-2|+
.t [wn-'i-l xnl n+p Sn,Vn > 2,¥p > 1= (wn)n e sir Cauchy,
deci (zn)n € sir convergent

(o o]

—_\n . }
Contraexemplu: z, = (—H‘L e convergent la 0, dar g |Tr, — Tp—1] ~
n=2
cC
Z 1
~ -—_ = CC D
'n=?.-n
‘ 0
é'\ S8 se demonstreze cé , daci E Un € convergenti cu u, > 0, monoton
" n=1

descrescitor, atunci lim nu, = 0.
n—oo
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o
Solutie. Zun convergentd => (Sp)n convergent = (s, )y, € gir Cauchy

n=1
== Ve > 03n. > 1 astfel incét |s, — s, | < £,V > n, ==

= |Uneyy + oo FUn| < § = Up, + ...+ U, < § (modulul dispare
deoarece up > 0) = (n — n¢)un < § (deoarece uy, e descrescétor)

Fien>2n.=n-n.>n-5=% = Zu, < (n—ngu, <
< £ == Ve > 0dN; = 2n, astfel incit ¥n > N, s& avem nu, < € <=

< lim nu, =0 Cl
n—oo

o]

. S& se demonstreze ca E Un, CU U, > 0, monoton descrescitor € con-

n=1
vergentd <= lim u,, = 0 §i o, = 8, — NU, € marginit.
n—0O0

o0
Solutie. " =" Zun e convergentd = lim u, = 0 (cf. proprietatii

n—oo
n=1

7, sectiunea 1.1)
Sirul sumelor partiale (sp), e convergent si cf. exercitiului precedent

lim nu, = 0, asadar (o), e convergent, deci marginit.
n—oc

" &= Cum (o), e mirginit = 3k > 0 astfel incit 0 < o, <
< k,VneIN

Fiem € IN. Cum lim u, = 0 rezultd cd acestui m 1i corespunde un

n—oc
rang no astfel incat ¥n > ng avem up < $Um == MUy = My —
—lmum < m(um—un) Lur+us+. . . +upm—mu, < ui+us+. . Fum—

—MUmpm + U1+ Umt+2+ . . .-!—un—-(n—m)un =UuUr+Us+. . U, <
<k= mu, <2k,VmeN=u +...+u, <k +nu, <3k,

Vn € N = (s,,)n e majorat si cum e crescdtor (cf. proprietétii 1,
co

sectiunea 1.2) rezultd ci (sn), e convergent, deci § U, € convergenta
n=1

d

O

n24+n+1
n=0

Solutie. Observdm ca pentru ¥n € IN* avem: arctg ";2__‘_—1”;—1 =
1__1 B

= arctg 2 = arctg;]l— — arctg n—i—l
1+71'_—n+1 :
= T
i
Gasim cd : E arctg —————— = 2arctg 1 — arct —_— =
2 k4 & Cnt1 2

Deci seria datd este convergentd gi suma sa este 3. O
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K.

X6

Y4
\MS

3
i
—

S se studieze natura, seriei Z , unde p € IN*\ {1} este fixat, iar
P+n
in caz de convergentd si se calculeze suma.

1 p! _ p T 1 1
Solutie. up = F£+ﬂ  (pt+n)...(n+1) T p-1 [_(n—i—l)...(n-l—p—ﬂ o (n+2)...(n+p)i'
p' 1
Deci S, U = ——— B
Z’” p— 17! me NCET )
n—1 1 1 ] - p' '_ )
T2kr2). (ktp) (+D.. (ntp) p-1
1 1
- 1 .1 _ pt i _
o) T TG ) (nep)  p-l -

o0

. : ~m+ 1){n— 2 — 1\n?

Sa se stabileascd natura seriei Z (n-m+ln=—m+2)...(n-1n
n!
n=m
+1)(n—m+2 —1)n? —~ .
Solutie. un = = lomal)n 77:,1 holnle (n—nm)! = 7"»(7121;)7? - (n—7}1—-1)!+
m

T(n—-m)!
Sn =um+um¢1+...+un=m+l+ﬁ—’l+% e R e Y

— 1 1 1 i l
+(,n m)| 1+1[+ +nm_1j|+m[1+TT§f+T(n_my-i:
= lim S,, = e + me, deci seria e convergenta O

n—00

S3 se stabileasca natura urmatoarelor serii:

1+vn+1

o2
n“(g »vr+2 — 1
' Z ( ),a, >0,a#1
n+1
n=1
Solutie. Fi 14+vn+l ﬁ+\/’1+% 0
olupre. ¥ie Tn = RS = n V12 '
Stim Cé— % — h’l a, da«Cé Lp — 0

Termenul general u,, al seriei se scrie :

2 x 1 '“1""' +‘l' x 1
. . .nc_ Lot =1 _ _n_ 1, Jn' n _ ag’n— N .
Un =557 " Zn Y5~ T LT n \/ — o= Ina # 0, deci,
n n
cf. criteriului necesar, seria este divergenta |

0s 2 - 0s = a € (0,m)
COS = COS —5 ... COS —, l
2 22 2" ’



18

10.

11.

CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE

. cos £ cos % ... cos 7% sin ¢
Solutie. tn = CCS 5 COS g% . .. COS 57 = —= 22 7 S aw

sin 77

cos%cosi%...cosw—“_-r%sin#l- __ €os Fcos 3. cosﬁ—-_—,;alz-sinﬁﬂ:z _ _

- sin g7 - sin o - -
s sina 1 = Sin o . . 2% 1 sin o

2——a—=>hmun—hm —— =sina- lim —%—— = ——

sin n—00 n—oo $in 5 n—ooSin 5w « 2%
= 0, deci, cf. criteriului necesar, seria este divergenta O
(o ]

— “%/In(n +1)

oG X
1
Solutie. E — E = R
n —— Inin
1/ ln 'n -+ 1 n=1 [ln(n + ]_)] neer¥l n

VI o 1n1n(n—r2)—1nln(n+1)_
Calculdm T}Lngon_l_llnln(n-l- 1) --nh_)n;o o =

2
= lim 1 (M> — o tim 2P L 2 0 (ef, lemed ui

n—oo ln(n + 1) ﬂll'lgo ln(n + 1)
Stolz) = lim = =1 0, deci, cf. criteriului
) n—o0 "+l /1n(n 4— 1) eO ié
necesar, seria este divergents, O

Z Y(n+1)(n ...(n+n)

'I'L::_

Solutie. UnZ%V(n+1)(n+2)...(n+n) _ n/(n+1)(n+2)...(n+n) —
(n+2)(n+3)...(n+1+n+1)

= lim u, = lim

n—00 n—r00 (n + 1)n+1
n \ ;
' nn L n -(2n+1,(2n-r2)__ ] 1 '
(n+1)(n+2)...(n+n) — 7}_1_,% <,n i 1) (n + 1)2 - nl_l_r)lc;lo (1 + %)n
'z(iTil) = 2 £ 0, deci, cf. criteriului necesar, seria este divergenty O

o0

1
;7n+3n

<

1 ) '
7n + 377, S Zgﬁ-’ dec]-) Cf- pI‘lmu—

Solutie. Cum =z++= T + 5 < 3 avem Z

n=1
o0

lui criteriu de comparatie seria este convergenta , deoarece seria, 5_ I

n=1
este convergentd fiind serie geometrica de ratie subunitara O
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12. ZS” sm —

13.

14.

n=0

Solutie. Avem 23" qm o= < 23“

O 3 n
=T =] s¢i, cf. primului
% (5) wetr

. . . . . o . o
criteriu de comparatie, seria E 3" sin — e convergentd fiind majoratd

C,"(

n
n—O 5
de seria geometrica cu ral;la < 1 care e convergents, 0
0
Y (Vnt+2n+1-n?)
n=1
g 410, 4
0 e. = +/n4 : —n2 — ni+2n41-n" __ 2n+1
Solutie. up = v/n*+2n+ N = i = Tatiaaiin?
o0
Aplicdm criteriul al treilea de comparatie comparand cu seria Z—:
n=1n
2n-+1 oo
. /md-+ 1p2 .
lim X~ '271"“ . =1 € (0,00), deci Z(\/n‘l +2n+1 — n?) este
n—o0 =
) L n=1
divergentd O
o] . -
Z(esm "D — 1)
(R vl e‘t”'l-_l
Solutie. z, = sin m — Oglgtimcd &= —1
oo . x
Cu criteriul al treilea de comparatie obtinem cé seria Z(eSln n(nt1) —1)
n=1
ad w
t . oA ~ v o
are aceeasi naturd cu seria Zsm - §i aplicAnd Inca o data
n(n+1)
criteriul al treilea de compa,ra’gle pentru ultima serle gi tinand cont
sin
n(n+1 i
de faptul c& lim —% = 1 obtinem ci seria Z sin ————
n—00 n(n + 1)
("7"1'1) n=1
acecasi naturd cu seria Z—(———) care e convergenta O
n(n +




16.

17.

CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE

Solugie. Folosim criteriul al treilea de comparatie si comparam cu seria

21
2.
n=1

lim 1+\/_+\/'+ +Yn _ g n

1im
n—oo a Tl 4 V24 VB4 .+ R
n+1l-n

lim =
n—>°°1+fﬂ/_+ YR+ VR F I - +V24H Y834+ )

= nh_,nolo W =1 € (0,00), deci seria este divergenta O
00 f
Zarctg —:—1 a.rctmll—l,
n=1 \ n
Solupie. arctg /17 2 — axctg /1= L — arctg LBV T8
oiutie. arctg - - — arctg ~ = arctg 1+\ﬁ+-,1;\/1—i
= arctg g ity = arctg :
° (1+\/1—n. )( /1+ +\/1--) & (1+\/1—%) (\/1+%+\/1—l)
(]
Comparam la limitd cu seria ) —:
2z
2 2
arctg = arct 2
lim (”v/l‘ﬁfl) (Vi+3+y1-1) _ lim ” +\/1—522)(v/1+l+\/1'
n—00 pos =00 =
(Nl e
2
(1+‘/1-—12)<\/1+%+ 1—%) - i 9 B
T = =
n "‘*°°<1+1/1—;l;)( 1+1+4/1-1)
= 3 € (0,00), deci seria datd este divergentd O

. M o n , 1o 1
Solutie. Deoarece v/Inn < /n, pentru Vn € IN avem =
pentru Vn > 2,n € IN

Cum lim {/n = 1 rezultd cf. proprietatii 8., sectiunea 1.1, ci seria
n—eco

oo}
1 : o
E este divergentsa .
T
n=2 \/T—L

Cf. primului criteriu al comparatiei rezulta ca si seria datd este diver-
genta . O
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19.

20.

Solutie. Cum 232 = —2. = -L & lim — = 1, regulty , cf. cri-

t _7_11_ n'r\z/ﬁ' % i’ N0 \/— ) p
teriului al treilea al comparatiei, cad seria datd are aceeasi naturi cu

oo
. ]- . LY - v >
seria, E —. Dar aceasta este seria armonic , ce este divergentd .Prin
n

n=1. . )
urmare §i seria datd este divergenta . O
o0

1
Zn(l-l—a—l- ran) @0
n=1 e oo T

Solutie. Pentru a > 1 avem < +,¥neN,

-1
n{l+a+...+am)
o0
Cum seria E — este o serie geometricad de ratie % < 1, ea este con-
a :
n=1
vergentd . Cf. primului criteriu al comparatiei deducem ci seria dati
este convergenta .
! 1

. 1
———— si, deoarece ——=
nnt1) > A)

Dacé a = 1, seria datd devine Z <

Vn € IN, rezulta ca gi In acest caz seria daté este convergenta .

Pentru a < 1 vom aplica al treilea criteriu al comparatiei folosind ca
serie de comparatie seria armonica .

Avem

13 at. Fan ) 1 l—a
n{l+at +a)=11m lim —————=1-—a
n—00 = n—swltat..+a® noocol— gvtl

Cum seria armonicid este divergentd , deducem ci& gi seria daté este
divergentd , In acest caz. O

X [1-3-5-....(2n—1)]°
Z[ 216 . .@n | ¥R

n=1

Solujie. Avem

1 2 4 2n — 2 1 3 § 2n—-1<g.§ § ‘ 2n

2'3 5 T on—1 2 4 6 2n 357 2n+1

Amplificind aceastd dubls inegalitate cu 3-5-8-...-22=1. - obtinem
2

1 [1.3.5-....(2n—1)

| 24560 | Syl




N

[\V]

CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE

Extragand rédacina patratd si majorédnd in dreapta deducem

1 _1:35..-(n-1) 1
o/n - 2-4-6-...-(2n)  von

Prin urmare,

DO
2R
S
iR

1 [1-3-5-...-(271—1)“ 1
g < <
20z | 2-4:6-...-(2n)

pentru Vn > 2 si a > 0 si

1 1-3:-5-...-(2n=1)]° 1
z > > —
9an3 2.4-6-...-(2n) 2%

)

iR

pentru Vn > 2si a < 0

De aici deducem ci seria dats este de aceeasi naturs cu seria armonics

. | O Y
generalizata E — §1, prin urmare, ea este convergenta pentru o > 2
i

n=1
si divergentd pentru a < 2. O

. Z[e— <1+%>nr,p€]R

n>1
Solutie. Cum (1 + )" <e<(1+%)n+1=>0<e—(1+%n<
< (14+1H)mH- ( + Y =1+ <1+ (+i-)=

=>un<(1+ )pn;,cup>0

Folosim criteriul al treilea de comparatie:

1+ 3" % 1\ 1 1
lim ( 1) " =P (0,00), deci Z <1+—> — o~ ) —
noee nP n>1 n

care e convergentd pentru p > 1. Asadar, c¢f. primului criteriu de

1\"1¥
comparatie, seria Z [e - (1 + = ) ] e convergenta

n>1

Pentru p € (0, 1] vom folosi inegalitatea 5,55 < e — (1+ %)n <
< gy € N*(1)

(1+3)"

e

Avem (1)<=>-2n1—+2 <1-
(1+l i

1 1
< ol & —2n+2 > ~1+

1
> el oo

2n+1
> =g = 1- 2n+2 e 2n+1 > onts

+

(1+n) 2n+2 2n+1
> e >2n+1<=>2n11<(+)"< 2n < In 1+2n+1 <

<lne-—1n(1+%)n<ln(l+§;)<=>1n(1+2—7§_rl-) < 1-
—nln(1+ %) <Iln(l+4)
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Considerdm functiile f,g: [1,00) - R,f(z) =1n <1 + 722—14_—1> +
+zln(1+2)-1Lg@)=ln(l1+4%)+zn(1+1) -1

Ardtdm cd Yz € R avem f(z) < 0 < g(z)

£@) =l (1+1)+o (- %)ml_-(—min )=ln(1+2)-
i (za;+2)2(2:c+1) In(1+3) - gq = /(@) = 1+1 (=32 +
+(71f.r—1)2 = —W,VCB > 1= fe descrescatoare gi cum
mllnc}of”(:r) =0 = f'(z) > 0,Yz > 1 = f e crescitoare §i cum
Ilingof(cc) =0= f(z) <0,Vz >1

—

! . _2 1 1 1 oo (2z41)2+z(z+1)
g (w) - 233+1 - -.’1_7 + ln (1 + E) - 3;_—'-1 ﬁ g (xj\ - 12(:-}/1)2(2:-}-1)2 >

> 0 = ¢’ crescitoare si cum lim ¢'(z) =0 = ¢'(z) < 0.Vz > 1 =
n—oo

= g descrescdtoare gi cum lim g(a;) =0=g(z) >0,Vz > 1

Ded;<2n—'-2> <z{e—<1+ )],1&r2kzn+2> este

n>1

1\"?
divergentd pentru p € (0, 1], asadar seria }: [e - (1 + - ) ] este
n21 -
dlvergenta c.f primului criteriu de comparatie

[ 1\™? 1\ 1
Pent < 0: — {1+ - 14— o€
. enrup_OavemZ e <+n)] >Z( +n> np,dom

n>1 *- n>1

1P
seria, Z [e — (1 + ~- ) este divergentd deoarece este minoratd de

n>1
o serie divergentd , termenul ei general nesatisficdnd criteriul necesar
de convergentd N
22. Z ,a >0
n>2
Solutte. Avem Vn!>1,Yn = ‘/_ <g"

Pentrua < 1 = Z

n
n>2 \/— n>2

subun1ta1a, deci convergenta si atunci cf. primului criteriu de comparatie

n>2

%S n/nn:nﬁ%sg’T%'z—_—#

g o : . a
Pentru a > 1 aplicdm criteriul raportului pentru seria Z——:
n>2
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23.

24.

CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE

. n . : .
= lima. = a > 1, deci seria e divergenta si, cf.
n—oo &~ n—00 n+1

primului criteriu de comparatie seria E

n>2 \/—

Pentru a = 1 obtinem seria Z \/_ si avem Z Z— deci cf.

n>2
primului criteriu de comparatie seria Z \/__ este divergenté, 0O
n>2
2. a"n!
DAL
n=1 n
n
. o . . . On+t . n
Solugie. Cf. criteriului raportului avem lim = lim a- =
n—oo Qn n—oo n+1
- a
T e
Dacd 0 < a < e, seria este convergenta
Daca a > e, seria este divergenta
y : . e=e"nl
Daca a = e, seria devine
n’n
n=1
Antl n \" e 137 i
Cum a—n-=e' (’n—-H) =—(T+T)wavem1= (1"{"7‘7:) “(mr<
n
e Cytl 1 g1 ant1
dar a, > 0, deci lim a, 7% 0, rezultd c& seria este divergenta O
n—0ce

.. a ..a
Zn!smasm—z-...sm—,a € (0,7)
n

Solutie. Aplicdm criteriul raportului :

. Gn41 . . a ~ sin 2=
lim 2% = lim (n+1)sin = 11m—%5ﬂ-a=a
n—oo Qn n—00 n+ no0 o

Daca 0 < a < 1, seria este convergenta

Dacd 1 < a < m, seria este divergenta

o0
o . . . .1 1
Dacé a = 1, seria devine E nlsin 1sin 5 .sin —
n

n=1

Cf. criteriului lui Raabe-Duhamel avem

1
Iimn(a —1) lim n —5— 1] =
n—oc  \ Gp+l n—oo \ (n+1)sin 4
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25.

26.

sin ——

n41l

. 1—-(n41)sin 25 1= =
= limn. —— = limn- ———
n—o00 (n -+ 1) sin Py n—oco sin
1
n+1

Pentru calculul limitei trecem la functii ~ +1 — x. Asadar,

1 1__s1na: 1_smz 1_sinm
lim|—-—-1) - ———2% = lim I ~———2 1=
z—0 \ T SINE z—0 sinx snz

z T

) T—sing T -—sinz l1—cosz . 1l—cosz
= lim . - — = lim - lim——— =
z—0 \ zsinz sinz z—08inz +2x¢0sxz z—06 cosx
) sinzx o .
= lim —— — 0 =0 (am folosit 'Hospital) =
z—0COSZ +COSZT —ZSInx
= limn — 1] =0 <1, rezultd ci seria este divergentd [
n~—00 a,n_+_1
oo 2
n+1\"
E -a',a>0
i
n=1

. : . 1\
Solutie. Avem nanolo Yun = TELIEOa (1 + E) =a-e

Prin urmare, cf. criteriului radécinii, dacd a < %, seria datd este

convergenta , iar daca a > -l—, seria datd este divergentd .

2

2 /n+1\" 1
. v . T
Dacd a = %, seria data devine E ( ) C—_
n e

)n+1

Din inegalitatea e < (1 + % ,Vn € IN, obtinem

(1+.1_)n2.i> 1(1-;-%)” _ 1

n

de unde \

b (1+2) L5 t -1
nooo \" en_nLn;O(l-l-l)n—e

Rezultd ci sirul termenilor seriei date nu converge catre 0 In cazul
a= %, deci, cf.propr.8., seria este divergenta in acest caz. 0

Z =1/ 16n2 + 5n + 1)+l

Solutie. Ci. criteriului radacinii avem
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27.

29.

CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE
3n
lim Yu, = lim — =
n—oo ¥ " n—=%(16n2 + 5n + 1)';71
. 3n
= lim = =
n—oo,/(16n2 + 5n +1) - ¥/16n2 + 5n + 1
. 3 1 3 3 :
= lim ST s 1_1_=L—1-1=Z<1,de01
"0 (16 + 2+ )2 n(16+ 2 + L)en
seria este convergents . )
X 39 3
Z nt - \/ﬁ, a€R
n
n=1
Solutie. Amplificdm cu conjugata si folosim criteriul al treilea de comparatie
o]
1
cu seria —
n(!
n=1
Yn+i-¥n ne
lim —2%—— = lim — -
n—oo o n=ona( Y (n+1)% + Ynn+ 1) + Vn?)
Alegdnd v = a + %, se obtine limita % (finitd si nenuld ) si deci seria
este convergentd dacd si numai dacd a > % a

La+ Y (2-ve)(2—¥e)...(2—- F6) a™a>0
n=2

Solutie. Cf. criteriului raportului avem

. Un+l . . 1
lim =% = lima(2 - "V¥e)=2a—alime™ =20 —a=a
> OC n—00

n—od ’u,n n—

Agadar,dacd a < 1, seria datd este convergentd , iar dacd ¢ > 1, ea
este divergenta .

In cazul a = 1 avem

n+l _ n ntl 1\n+1 __
Ml =0 - e > 2~ "R/(14+5)T =2-1—

Deci, cf. celui de-al doilea criteriu al comparatiei rezultd divergenta
seriei date, deoarece seria cu care o comparam este cea armonicd . [

1
n—1 __ %
l'rl' 1

n-1

A

3=

22 1
Z(nﬁ ~1)% a € R fixat

n=2

oo
Solutie. Dacd a = 0, seria devine E 1 i e divergenta

n=2
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30.

< 1 . e s . o
Dacd @ < 0, (n» — 1)® — oo, deci cf. criteriului necesar rezultd ci
seria e divergentd

Inn «
Dacé o > 0, seria se scrie Z ( - 1) .

n=2
( ’nn _ 1)
Cum lm ~——pr— = 1 € (0,00), cf. criteriului al treilea de
n—00 (ﬂ)
n 5 \
nn a 1
comparatie, serlaZ( = 1) are aceeagi naturd cu serlaz (ﬂ)
n=2 n=2 n

Folosim criteriul de condensare al lui Cauchy si obtinem Z (ln n) N

n
Zzn 1112“ a_ino‘(ln2)°‘
_n_2 9(a-1)n °

Pentru ultima serie vom aplica criteriul radicalului :

n=2

r n/n*(In2)* 1
oo | gla=Dm . ga-1

Daca 5,%_1- < 1 <= a > 1, atunci seria este convergenta

Daca 20—1_f > 1 <= a < 1, atunci seria este divergents

Daca o = 1, atunci seria devine Z— care e divergentd deoarece
n
n=2
l‘;—” > %, deci seria initiald este divergenta O

o0
Zal“”, a>0
n=1

In{n+1)
. . Up+l a . n+l .
Solutie. Deoarece lim = lim ——— = lim a* o =1, cri-
n—00 Uy n—oc @'ft7" n—oc

teriul raportului nu ne poate preciza natura seriei, de aceea vom aplica
criteriul lui Raabe-Duhamel:

1
. u : . a =1
lim n -1 = l1mn(l“n+1—1>=hm——-————n :
T—+00 Un+1 n-—00 n—oo In D=

1 " —lna- lim 1 —lna-lnt = 1n+1
n(n+1> —na‘nlnéon(l—{_%) —na-ng——na

Prin urmare, daci —Ina > 1,adicd a < 1, seria dat¥ este convergent
iar dacd a > % este divergenta .

o . Inn . . o . .
Dac @ = 1, atunci ™™ = (1)"" = 1, deci seria dat} este chiar seria
armonicd , agadar este divergents . 0
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CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE REALE

n!
‘(a+1)(a+2)...(a+n)

,a € Ry

1
—

n

Solugie. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel:

a o 1
1imn/ LB =limn(—j—_T_L—+ 1 lim i
n—00 An+1 n—oe \ N+ 1 n—>oon +1
Dacd o > 1, seria este convergenta

Dacid a < 1, seria este divergenté

n!
W1+2).. (1+n)

Dacd o = 1, seria devine Z a n 1

o o] o0 o0}
: s —
Z_; CES) nz: CEEN Zn 1 divergenta L
‘_,/ 2 VDEIVD G
Solutie. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel:
limn( —1\ lim <2+ ntl 1>—lim—ﬂ——
n—00  \ Gnil o vn+1  noo/nf 1
> 1, deci seria este convergenta O

i1!+2!+3!+...+n!
(n + 2)!

n=0

Solutie. Vom aplica criteriul lui Raabe-Duhamel:

_ n, , (M+214+31+ ...+ n)(n+3)
lim n —-1) = limn : -1} =
n—=oo  \ Gnpil n—oo \ 11 +214+31+ ... 4+ nl+ (n+1)

(I+21 438+ +n)(n+3) - [I1+20+34+.. . +nl+ (n+1)]]

1. (£
oo U +21431+.. . +nl+ (n+1)

U243+ ) (n+2)
= limn-]|
n—oo U 4+20431+. 40l 4+ (n+ 1)

421431 7l (14204304 4l (n41)]]
+ T 23+ +nl+(n+1)! J=
— limn (U+214+31+.. . +n)(n+2) - (n+1)!
T oo H4+204+314+ ... +nl+ (n+ 1) B
: (U +21431+ ...+ (n-DH{n+2)+nl{n+2) — (n+1)!
= lim n- - =
n—soc H+214+3+ .. +nl+ (n4 1)
(11 + 21 + 31 + — 1) Ll
— lLmn. AU+2+3 ..+ (n-D)(n+2)+n!
n—+%0 H+21+3 4+ ...+ (n+1)!
11 42! ! ——1 2 !
— . (114214 31 4. (n MNn+2)+nl
{n+1)!

T3 L+ (n1)!
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Calculdm urmaétoarea limité cu lema lui Stolz

H421 48+ +(n+ 1) (n + 2)!
im = lim =
n—00 (n+ 1)! n—oo(n + 2)! — (n + 1)!
(n+2)! . n+2

= i —
e )+ 2=1)  Aen 1

(U+21 434+ ...+ (n—1)H(n+2) +nl

limn - =
n—co (n+ 1)!
~ lim nn+2)(I+214+3!+...+(n=))+n-nl
T S0 (?’L+1)! -
. nn+2)(M+21 4314+ ...+ (n - 1))

=1 ==

a3 CEENTICES) o+

n+2 U+204+31+...+(n-1)!

= 1 L] = == . 1

ningon+1 n— 1) + 14+1=22>1, deci
seria este convergenta O

Za(a’+ 1)"'(a+n — 1) (c_ 2)77,

B r D)D) ¢ D> 0> 0>

Solutie. Se aplica criteriul raportului:

a(a+1)...(a+n~1){a+n) (c— 9)n+1
i 2OFD(E+n=T)(5+n) & _ (c_ %) =c—2
o 1)...(a+n~1 = - ’
nee ?,(([5115(513_1)) (c—2)» n oo b + n

deci pentru 2 < ¢ < 3 seria converge, §i pentru ¢ > 3 seria diverge; daci
c = 3, se aplicd criteriul Raabe-Duhamel si rezultd : daci b—a < 1
seria diverge, dacd b — a > 1, seria converge. Dacd b — a = 1, atunci
seria este divergentd (seria armonicd ). O

o

1
. Z—nplnqn’p > 0,9 >0

n=

Solutie. Dacd p > 1, atunci seria converge pentru orice ¢ > 0 deoarece
(se aplicd primul criteriu de comparatie):

1 1
< —,
nPln?n — nP

Dacd p = 1, se aplicd criteriul integral: seria converge dacad gi numai

dacd g > 1.

Dacd p < 1 se aplicd criteriul de condensare: seria are aceeasi naturd
.o 1 ] v

cu seria cu termenul general ——r 575, care este divergents pentru

orice ¢ > 0 (se poate aplica criteriul raportului). O



30

36.

37.

38.

39.

40.
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<1 T

E —sin—,a € R
ne T

n=1

Solutie. Aplicand criteriul de comparatie la limita , rezultd ci seria

are aceeasi natura cu seria Zna =] O
n

i (l—\ln(lnn)
= Inn /

Solutie. Aplicdm criteriul logaritmic:

o ((_1_)}’“ln ”'>) In(lnn)~nlan) [In{lnn))?

lim I = lim — = lim - =4 =9
n—oc Inn n—00 Inn n—oc Inn

Deci seria este divergenta . ]
o

S onten e
n=1

Solutie. Aplicim criteriul logaritmic:

, ln#ﬁ . —Ilnn2ev? . —2lnn—Ine vV

lim —2° ~— = lim ———— = lim =
n—oo Inn n-—l'oo Inn n—0o0 Inn

nlne n .
= lim { -2+ vn = -2+ lim £ = oc > 1, deci seria e
n—00 Inn n—oolnn

convergenta i
>

n:2nlnn

Solutie. Aplicam criteriul integral:
moq

lim dz = lim [In(Inn) — In(In2)] = oo, deci seria este di-
n—w [ zlnz n—oo

vergenta Il

o~ (=)ryn+1

oC
Solugie. Scriem seria ca sumd de doud serii:E (

"/n o
CUE 5 5

1
In'
n=1 n=1
Prima serie este convergentd cf. criteriului lui Leibniz, iar cea de-a
doua este seria armonica , deci divergentd . Atunci seria suma este
divergenti 0
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41.

had log, n
E (_1)"7’_&’_._-’(1 >1
n=1 n

Solufie. Pentru a ardta cd aceasta serie satisface conditiile din criteriul
lui Leibniz vom considera functia f(z) = I°g 2,z € [1,+00)

—lo _ —log,, 4
Avem f'(z) = 1'""22 fel = BaC 0

Deoarece a > 1,functia log, z este crescitoare, deci f'(z) < 0 pentru
Vz > e. Prin urmare, f(z) descreste in intervalul (e, +00), deci pentru
Vn > e,n € N, girul k’—E”"-—Q descregte.

. .. o " log, z
Apoi lim Ba® _ )y 28e?
n—oo 1N z—00 I
Asadar, seria datd este convergentd . d

. Exista serii alternate convergente care nu satisfac conditiile din cri-

teriul lui Leibniz?

Solutie. Daci o serie alternatd este convergentd , sirul modulelor ter-
menilor ei tinde cétre 0. Prin urmare, trebuie stabilit daca exista serii

alternate convergente Z(—l)nun, pentru care girul (u,), nu este de-

N n=1
screscator.

oo
S& presupunem c& seria alternatd Z )"un satisface criteriul lui

Leibniz si s& notdm

b = Up—1, pentru n = 2k
" —Up+1, pentrun =2k+1

0
Seria Z’un este evident alternatd , iar sirul (|v,|), tinde céatre 0,dar

o
nu este descrescator S& notdm acum cu (sp)n §1ru1 sumelor partiale

ale seriei E Y up, si cu (on)n pe cel al seriei Zvn. Dacd ludm
n=1
so=0 avem
Sny pentru n = 2k
g —
n Sp_1 — Ups1, pentrun=2k-+1

de unde rezultd cd lim o, = lim s,, ceea ce demonstreazd ci seria
n—ocC n—ad
o0

Zvn este convergentd .

n=1
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Prin urmare , raspunsul la problema este afirmativ , deci conditiile
din criteriul lui Leibniz sunt numai suficiente , nu si necesare , pentru
convergenta seriilor alternate. O

S& se dea un exemplu de serie alternatd divergentd pentru care girul
termenilor converge la 0.

2 -1
n_+_(__.2_. Deoarece lim uy, =
n—oo

(e o]
Solutie. Sa considerdm seria. Z( —-1)

n=1

3
= lim o = 0 si hm 0 Upnt1 = lim = 0, rezultd cd sirul (uy,)n

n—00 21 n—oo2n +
al modulelor termen1101 acestel serii converge citre 0. Atunci sirul

termenilor ei converge de asemenea catre 0. S& stabilim acum natura
acestei serii. Avem

— 3 1 1 3 _. 3 1 1
SZn_—1+"_§+--'-m+%—§(l+§+"'+'ﬁ)_

1 1 1
Stiind ¢& lim {14+ -4+ =-+...+4 = —Inn| = C (constanta lui Eu-
n—00 2 3 n

ler) §inoté,ndcusn=1+%+%+...+%—lnn—Gob’ginem

Sop, = %(C’-I-lnn-f-sn)— % —Invin—n, = C+%1n%2+%sn—nn, de
unde rezultd ca lim s9, = +00.
n—oc

De aici deducem c& sirul (s, ), al sumelor partiale este divergent, ceea
ce Inseamna ca seria datad este divergenta . O
2

oo . .

5 . . sinn - sinn

54 se studieze convergenta seriei E ——\/—_—
n

n=1

Solutie. Vom aplica criteriul lui Dirichlet ludnd o, = % care e de-

screscitor la 0 si v, = sinn - sinn?.
o0
Ardtdm ci seria Zvn are girul sumelor partiale marginit:
n=1
1, oy 1
Vn—ka—Zz[cos n— —coq(n+n )]=3L1—cos(n+n )< 5
Asgadar, seria este convergents . O

S& se studieze convergenta absoluta i semiconvergenta seriilor urmatoare:

o

, Z(_l)nH 2" sin?"

4
n=1 n+l
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46.

Solutie. Pentru a studia convergenta absolutd vom aplica criteriul
radicinii. Avem

- 2“ sin®" z . 2sin’z . 9
nlingo Y|unl = nh_)ngo 1 nan;o e 2sin” z, deoarece
7 n . n ‘' 'T"‘ 1 1 .3-7-
lim Yn+1= lim ¥n- = lim { 1+ =1
n—oQ n—ro0 n 'n.—boc

Prin urmare, seria datd este absolut convergentad pentru

2sin®z < 1, adicd 1—cos 2z < 1saucos 2z > 0. Ultima inegalitate este

satisficutd pentru 2km— % < 2z < 2kr+Zsaukr—-F <z <km+7%,k

intreg.

Pentru cos2z < 0, adicd kr+ § < z < k7 + T’T, seria data este

divergenta. .

. N = o i

Pentru z = kn & 7, seria datd devine Z 1
n=1

ului lui Leibniz, este convergentd . Deoarece seria modulelor este
divergentd céci este seria armonicd din care lipseste primul termen,

care, cf. criteri-

deducem c& In acest caz seria datd este semiconvergentd . OJ
n
H (k+p)
Z( =l p,g € N fixat
n=1

Solutie. AplicAm criteriul lui Raabe-Duhamel:
n( lun| 1) _ n( (n41)7+ 1) _ ()7 —ntt - (14p)n?

[un1] nd(n+1+p) nd+(1+p)nd-T =
qg—1
ko k
{(g—p)nT+ ZC’an
k=0 s
na+(1+p)nd—1 9-p

Dacd g — p > 1 < ¢ > p+ 1, atunci seria este absolut convergenta
Dacd g < p+ 1:

p p k
[[(n+8) [[a+5)

. ! 1 . . 3 A . v v
Dacd p = g = lim |u,| = = deci seria este divergenta cf. criteriului
n—00 p.
necesar

Dacag <p=— hm ]un\ 00, deci seria ester divergentd cf. criteriului
necesar

Pentru g = p + 1, seria este convergenta , cf. criteriului lui Leibniz.
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Pentru p = 0 = u, = (—=1)»1L. Atunci pentru ¢ > 1, seria e
absolut convergentd ; pentru g = 1, seria e convergenta ; pentru g = 0,
seria e divergentd 0

O ¢ 1yn+l
Z.(_ll_,ae]R_’
—1 n%Tw

Solutie. Pentru a studia convergenta absolutd vom aplica criteriul al
treilea al comparatiei, folosind ca serie de comparatie seria armonica
generalizatd

n® 1
lim| ”I = lim = lim T =1
n—00 n—a n—»oona-’r— n—oo {/1

Prin urmare, pentru « > 1, seria datd este absolut convergenta .

Pentru a < 0, ea este divergentd , deoarece sirul termenilor ei nu tinde
catre 0.

Ne-a rémas de studiat cazul 0 < a < 1. Vom aplica criteriul lui Abel,
o0

. , (_1yn+1 . . v
luand o, = T\}; $i vp = 5#— Seria E vy, este evident convergentd

n=1
deoarece ea satisface conditiile din criteriul lui Leibniz. Sirul (a,)n are

limita 1, deci este convergent, deci gi marginit. Trebuie s8 mai ardtdm
cé el este monoton.

Intr-adevar, se stie cd 2 < (1 + %)n < 3,Vn € N, deci pentru Vn > 3
avem {1+ & ) < nsau(n+1)" < n™l. Ridicind aceastd inegalitate
la puterea n(n ) obtinem "%/n +1 < {/n,de unde deducem c& pentru
n > 3 sirul (an)n este crescdtor. Prin urmare, inldturdnd din seria
datd primii doi termeni, ceea ce nu-i schimba natura,obtinem o serie
ce satisface toate conditiile criteriului lui Abel, deci e convergenta .
Asadar, pentru 0 < « < 1, seria data este semiconvergenta . O

Z( -1*¥n sm-l—

=1

Solufie. Seria nu este absolut convergentd (se compard la limitd cu
seria armonicd ). Seria este alternatd ; vom demonstra ci sirul a, =
Y/nsin £ este descrescitor la 0, deci seria converge.

Evident a, — 0; pentru a ardta ca a, este descrescétor (Incepdnd de

la un rang suficient de mare), fie functia f(z) = = sini. Calculim

fz) = PR ((1 ~Inz) sin% — COS l) :

z
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49.

80.

ol.

Pentru a studia semnul derivatei (pentru z ”mare”), calculim:

1
sin .l—lna:_

= -1,

1 1
lim (1 —Inz)sin— —cos— = -1+ lim

Z—00 T x T—00 T

8~ B

deci f'(z) < 0 pentru z suficient de mare, deci sirul a, este de-
screscator. O

. 50 - - o . . . .
Solutie. Deoarece J—%;ni" < Z5,Vn € N, rezultd cf. primului criteriu
al comparatiei, ca seria datd este absolut convergents . |

Sa se arate cd existd serii divergente a cédror suma este o serie conver-
genta .

o0 (o o}
Solutie. Seriile 2:(—1)”‘1 si Z(—l)” sunt divergente(pentru cé ter-
n=1 n=1
menul general nu tinde la 0, nici macar nu are limitd ug, = —1, ugp+1 =
= 1,v2, = l,v2n41 = —1), iar suma lor este o serie convergentd ,
deoarece toti termenii el sunt nuli. O

Se poate ca produsul a doud serii semiconvergente sé fie o serie diver-
gentd 7 Dar ca produsul a doud serii semiconvergente si fie o serie
convergentd ?

ShCy
Solutie. Vom considera seria semiconvergenta I
n

n=1
cula patratul ei, adicd vom efectua produsul acestei serii cu ea insasi.

Obtinem astfel seria cu termen general

_ (__1\n+1 1 1 1 _1_
wn= (D" (Gt il A ot )

Deoarece fiecare termen din paranteza este mai mare decéat %,rezulté
o0
cd |wp| > 1, deci seria E wy, este divergentd céici sirul termenilor ei

n=1

nu converge catre 0. Asadar, produsul a dou& serii semiconvergente
poate fi o serie divergentd .

si vom cal-

S4 considerdn acum seria armonicd alternata , care e o serie semicon-
vergentd si sd calculdm patratul ei. Atunci
r

wy, = (=1)"F [m+mf-'-+m—¢_+n+---+m]
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Folosind identitatea 0 12 +1) = nil (% ;l_—h—l),obginem
wn = (-1 2 (L4344 1)

1
Deoarece hrglo — = = 0 rezultd cd hm ]wn, = 0.(se poate verifica ugor
n—
folosind cunostinte elementare de hceu)

Din relatia

Iwm - Iw'n+1| =2 (]‘ + % T+ 7%.) (n—li-l - n-1}-2> - (n+1)2(n+2) >0

[ o)
deducem c8 girul (Jwy|), este descrescitor. Prin urmare, seria E Wn,
n=1

verifica conditiile din criteriul lui Leibniz, deci este convergentd . Asadar,

produsul a doud serii semiconvergente poate fi gi o serie convergents
O

Se poate ca produsul a doud serii divergente si fie o serie absolut
convergentd 7

Solutie. S& consideram seriile 1— Z ( ) 1—|—Z ( ) <2n + 2n1+1)

care sunt divergente deoarece nu satlsfac condﬂ;m necesara de convergenta
si sd efectudm produsul lor. Avem

-1 : - — -1
wn = (3)" (2“ +mm)—(3)" T (@ 4 ) ()T 2+ &) -
-3 =) - <2”“1+2”'2+ A tmm—(FHmat.+
-1 n_
ilf %J = (‘)n [zn —_22—12 + zﬂ:i - (% - 2%) - 'ﬂ =
A" F+E) ="
[0, 9]

Rezulta cd seria E wy, cste o serie geometrica cu ratia % < 1. Prin ur-

n=1
mare, ea este absolut convergentd , deoarece termenii ei sunt pozitivi.

Réaspunsul la intrebarea pusa este deci afirmativ. O

) g

I

S& se aproximeze cu o eroare mai mica decét ¢ sumele seriilor definite
de sirul z,:

T, = —1) e =103

Solutie. In cazul seriilor alternate, eroarea este mai mici decat primul
termen neglijat; deci cea mai micd solugie a inecuatiei |z,| < ¢ este
rangul primului termen neglijat. Obtinem: % <1073 = n =7, deci

6 5
oS D
S~ = 0, 36805.
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54. T, = %%, e =102

Solutie. n®/n > 100 = n =4, deci S = ZZ:z ﬁ =0,06725. O

55. T, = 4, =10"3

n!’

Solutie. Daca S este suma seriei §i s, = Zk>0 %, atunci

S —5p= = + ! +.< =
" n+D)! T (n42) T

<1073 = n=6,

deci S =~ 2, 7168. O

56. z, = nI]‘:Z"’e =104

Solutie. Fie S suma seriei §i s, suma primilor termeni. Aplicim rezul-
tatul cu privire la aproximarea unei serii cu termeni pozitivi (a se vedea,
sectiunea teoreticd ); pentru aceasta, evaluidm:

LInt+l 1

1
- =k, Vn2>2
Tn  2nt2 6 =S
deci S — sp anrfxr-n—,lzrl% <1074 =n =35,
Aproximarea cerutd este S & s5 = Y y_; iy = 1, 146463, O

57. T = me =106

Solutie. Aplicdm acelasi procedeu ca in exercitiul anterior:

4
Tn+1 n 1 1
= < —==kVn>3.
Zn (n+1> @n+1)2n+2) 56 "=
Rezultd S — s, < Tn1ip < 95%n; din conditia:
ko1 6
i?nm“ = 56:17n < 1077,

rezultd n > 4, deci S = z1 + 29 + 73 + x4 = 0, 5026212, O
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1.8 Probleme propuse

S& se determine natura gi suma seriilor urmaéatoare :

s 1
1. D arctg 2 +3n+3

n=0
R: Scriem arctg m = arctg(n + 2) — arctg(n + 1) i obtinem
suma 7

oG

2. ) (Vn+a+i-2v/nta+vnfa-1),a>0

n=1

R: convergentd , cu suma /a — va +1
= 1

3.
Z(a+n)(a+n+l)

n=1" "
negativ.

,a fiind un numé&r real diferit de orice intreg

. X 1
R: convergentd , cu suma 175

= 1
4.
Z 16n2 — 8n — 3
n=1
R: convergentd , cu suma %
oo
n+1
5. 1
> ln—
n=1
R: divergentd , cu suma +oco
¢ 1
n=2

R: convergentd , cu suma — In 2 (tinem cont de (1 — #) (1 + k—il-) =1,
Wk > 2)

S8 se stabileascd natura seriilor urméatoare :

21
BIE
n=1 e
R: divergenta
oC
.o n+1
8. 7; arcsin m_3

R: divergent# (cf. criteriului necesar)
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14.

15.

16.
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> n+3yn
nz::ln(rH- 1)vn+2

R: convergenti

o0

1
Zan—{-n

n=1

R: convergentd pentru a > 1, divergenta pentru a < 1

i Inn
3_
=~ 2n 1
R: convergents (2—71:%7_‘—1 < %)
i VTn
n2+3n+5
n=1

R: convergentd

D RS o)

n=1

o

R: divergentd (cf. criteriului al treilea de comparatie cu seria Z—-)
n:ln
Y
e
n=1"V7N
1
R: divergentd (cf. criteriului al treilea de comparatie cu seria Z—)
n=1 n
o) : 1
Z Si n(n+1)
I 1
£ €OS > COS iy
xO
< TR . . , 1
R: convergentd (cf. criteriului al treilea de comparatic cu seria Z—E_—}—l_
. n n -
n=1]

oo
2
2.
n=1

R: convergentad

oc
S et
n=1

R: convergentd

)

)
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18.

7 19.

20.

21.

22.

23.

v 24,

25.
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R: convergentd (cf. criteriului raportului)

— (an)™
; n!

. v 1 . v l
R: convergentd pentru a < 7, divergenta pentru g >
m .
3nd —n?+1
E a”,a>0 ’
n!

n=0

R: convergentd pentru Va > 0

o0 1 n
> (141) >0
n

n=1
R: convergentd pentru a < 1, divergenta pentru a > 1
i po_otn \"

a+n-—1
n=1

R: pentru b < 1, seria este convergentd , pentru b > 1, seria este
divergentd (cf. criteriului radicalului i criteriului necesar)

> n2+n+1\"
S (e TE2T0) a0
n
n=1

R: convergentd pentru a < 1,divergentd pentrua > 1

a€R

o0 na
n=1 ‘\/E'f‘ 1~ \/ﬁ
R: Se amplifica cu conjugata si se aplicd criteriul al treilea de comparatie

21
cu seria E —
na

n=1

X n
Z-a—,_'., a>0
=1V

R: convergentd (cu criteriul lui Raabe-Duhamel)

Sl

n=1

R: convergentd (cu criteriul lul Raabe- Dubamel)
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. 27,

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

. 35.

36.

PROBLEME PROPUSE

~1)...(a-n+1)]?
Z@”“[ e e e | R

R: convergentd pentru a > 0, divergentd pentru a < 0 (cu criteriul lui

Raabe-Duhamel)

i (1-4-7-...(371,—2))2
o 3:6-9...(3n)
R: convergentd (cf.criteriului lui Raabe-Duhamel)

oo

1
Z (Inlnn)?

n=2
R: divergentd (cf.criteriului logaritmic)

lnn

R: convergenté (cf.criteriului logaritmic)
>

VT
n=1
R: convergentd (cf.criteriului logaritmic)
o0

1
2

=2nln n

R. Cf. criteriului integral, seria este convergenti

Zsm Vn2 +1)

R:sin(nvn? +1) =sin(r(vn? +1—n+n)) =
= (=1)"sin(r(vn® +1-n)) = (- 1)n51n7ﬁ;

Cf. criteriului lui Leibniz rezultd cd seria este convergenti .

Z( n4l&v T - 2n+ 1

R. convergenta

1

m —
Zcosn. cos -
n

n=1

R: convergentd (cu criteriul lui Abel)

S8 se arate cd suma dintre o serie convergenta si una divergenta este

o serie divergenta .
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37. ba se studieze convergent;a absolutd si semiconvergenta seriei

n+1
7;( \/n(n + 1)

R: semiconvergentd , dar nu e absolut convergenti



Capitolul 2

Siruri si serii de functii

2.1 Notiuni teoretice

Definitia 2.1. Fie (f,), un sir de functii,fr: [a,b] > R i f: [a,b] — R.
Se spune c& sirul (f)n este punctual convergent pe [a,b] citre f pentru
n — oo (si se scrie fy, xe, f) dacd fo(zo) — f(zo)(in R) pentru Vz € [a, b}.
Definitia 2.2. Un sir (f,), de functii f,: [a,b] — R se numeste uniform
convergent pe [a,d] citre o functie f: [a,b] — R (si se scrie fr e, )
daca este indeplinitd urmatoarea conditie:
Ve > 0 real 3N () natural astfel incdt Vn > N(¢) s& avem

|fn(z) — f(z)| < &, pentru Yz € [a, b]

Teorema 2.1. (a) Un gir (fn)n de functii mdrginite, fn: [a,b] — R(adicd
fn € M,¥n > 0) este uniform convergent cdtre o functie f € M dacd
gt numai dacd lin;ollfn —fli=0

(b) Orice gir de functii fn: |a,b] — R uniform convergent pe [a,b] este
punctual convergent pe [a, b, reciproca este falsd .

Exemplul 2.1. Luim [a,b] =[0,1] si fo(z)=2",n>1
Evident Vz € [a, b] avem

. 0, dacdz € (0,1
hmf"(w)z{l dacéasz[l )

n—oo

adicd fp Fe, f,unde

(0, dackze0,1)
f(m)_{l, daciz =1

Dar ||fa — fll = sup |fa(z) — f(z)| = max( sup |fn(z) — fl2)],

z€[0,1) z€[0,1)
|fn(1) = f(1)1) = max( sup z",0) =1, deci lim ||fn — fil = 1 # 0. Asadar
z€[0,1) n—0oe

sirul f, este PC, dar nu este UC pe [0, 1].

43
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Teorema 2.2. (Criteriul fundamental de convergentd uniformd al
lui Cauchy) Sirul de functii (fn)n>1 converge uniform pe multimea A <=
Ve > 0,3n. € N™ astfel incit Vn € N,n > n.,Vp € N, |frrp(z) — fu(z)]| <
< eV e A

Teorema 2.3. Fie (fn)n un sir uniform convergent de functii continue,
fn:la,b] — R. Atunci limita f = lim f, este o functie continud pe [a,b].
n—oo

In plus,
b

lim fn(z)dz = /b f(z)dz

—_—
n—00 a

Teorema 2.4. Fie (fn)n un sir de functii din C, y §1 f, g functii mdrginite,

f,g: |a,b] = R.Dacad f, £e, fsifl ve, g pe {a,b], atunci f este derivabild
pe [a, b si f/=g.

Teorema 2.5. (teorema lui Dini) Fie (f,), sir monoton de functii con-
tinue, fn: [a,b] — R astfel incdt fn Fe, f. Atunci fp ve, I

Teorema 2.6. (teorema lui Polya) Fie (f,), $ir de functii monotone,
fnila,b] = R si fie f:[a,b] = R continud astfel incét f, £e, f. Atunct
uc

Teorema 2.7. (teorema lui Weierstrass-Stone) Pentru orice functie

continud f: [a,b] —» R existd un gir (fn)n de polinoame, frn: [a,b] — R
N4 ve

astfel incét f, — f.

Definitia 2.3. Multimea valorilor lui z pentru care seria de functii
o 0]

g frn(z) este convergents se numeste mulgimea de convergentd a seriei,
n=1

n—co

lar functia f: [a,b] — R astfel incdt f(z) = lim Sp(z),S.(z) = Z fi(z) se
i=1

numeste suma seriei.
o

Definitia 2.4. Seria Z fn este simplu (punctual) convergenti citre

n=1
functia f daci sirul sumelor partiale (S, (z))n este simplu (punctual) con-

0
vergent catre f. Seria E fn este uniform convergenta cétre functia f
n=1

daca sirul sumelor partiale (S, (z)), este uniform convergent citre f. Seria
o0 o0

Z fn este absolut convergentd dacd seria Zl fnl este simplu conver-

n=1 n=1
genta .
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Teorema 2.8. Fie E fn 0 serie uniform convergentd de functii coniinze.

n=1
frnila,b] > R si s suma acestei serii. Atunci s este o functie continud pe

oo b
[a,b]. In plus, jf s(z)dz = E/ frdz.
n=1v8
o)

Teorema 2.9. Fie Z Jfn 0 serie PC de functii din C[la ) CU SUMA S DE [a,b] g1

n=1

o0
astfel incdt seria derivatelor Z fr, sd fie UC. Atunci functia s este derivabild
n=1

o0
pe [a,b] si,in plus,s’ = Zf?ll

n=1

o0
Teorema 2.10. (criteriul lui Weierstrass) Fie Z frnsfn:[a,b] > R o

n=1
oc
serie de funcfii gt E a, o serie convergentd de numere reale pozitive. Dacd
n=1

Hn(z)| < an,Vz € [a,b] §i pentru Yn > N, N fiind fizat, atunci seria de
oC

funetii Z fn este UC pe [a, b].

n=1

Teorema 2.11. (criteriul general de convergentd uniformd al lus
oo}

Cauchy) Seria Z fn este uniform convergentd pe {a,b] dacd $i numai dacd

n=1
Ve > 0,3ne € N avem |fr+1(2) + fata2(z) + ...+ fosp(z)]| <&,Yn > ne,
Vp e N gi Vz € [a, b]

oo
Teorema 2.12. (Criteriul lui Abel) Dacd seria Z fn de functii se poate

n=1
(o'} [ore}

scrie sub forma E anUp, astfel incdat seria de functii E v, este uniform

n=1 n=1
convergentd , iar (aup)n este un gir monoton de functii egal mdrginite, atunci

ea este uniform convergentd .

oC
Teorema 2.13. (Criteriul lui Dirichlet) Dacd seria Z fr de functii se

n=1

o0
poate scrie sub forma E a, U, astfel incat sirul sumelor partiale al seriet

n=1

o
Zvn este un gir de functii egal mdrginite, iar (an)n un §ir monoton ce

n=1
converge uniform cdtre 0, atunci ea este uniform convergentd .
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Formula lui Taylor Fie 7 C R un interval deschis gi fie f: I — R o
functie de clasd C™ pe I. Pentru orice @ € I definim polinomul Taylor de
gradul n < m asociat functiei f in punctul a:

(k
infa, Zf z—a)k.

Restul de ordin 7 este, prin definitie,

Rn,f,a(m) = f(x) - Tn,f,a.(fr)'

Polinoamele Taylor de gradul intai (respectiv de gradul al doilea) se numesc
aproximarea liniard (respectiv patratica ) ale functiei in jurul punctului
a.

Teorema 2.14. (Formula lui Taylor cu restul Lagrange) Fie f : I —
R de clasd C* sia € I. Atunci, pentru orice x € I, existd & € (a,z) (sau
(z,a)) astfel incat

(z —a)™*

CEeURANL)

F(@) = Tn,falz) +
Observatii 1. Restul de ordin n poate fi scris sub forma Peano :
Jw: I — R astfel Incat limy,, w(z) = w(a) =0
R (@) = Exu(a).
2. limg_q Zebel® _ g,

(z—a)
3. Restul de ordin n poate fi scris sub forma integrald :

Ry, f,0(z) / A nH) —t)"de.

2.2 Probleme rezolvate

1. S& se studieze convergenta simpla si uniforma a girurilor de functii:

8) f: [-1,1] = Rofule) = 2
b) fn: [0,1] = R, fu(z) = 2™(1 — z")

n

¢) fa: (-1,1) = R, fo(z) = 11__%:::

Solutie. a) lim fp(z) =0

1
sup |fn(z) —0|= sup | — — =
:ce[—l,l]l | z€[-1,1] 1+m¢2! 2n
— sup_|fa(z) = 0] = 0= fu(c) =0
z€[—1,1]

b) Evident fa(z) — 0
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@) = 2°(1 — 2% = fA(8) = nz"1(1 ~ o)  a”ng™l =
=nz" 11 - 22™) => sup |fo(z) — 0| = sup |z"(1-2z")| >

z€[0,1] z€[0,1]
n
> (%) [l - (_\/175) ] === %% = ;11 # 0, deci f,, nu converge uniform
la 0.
lm fa(z) = =
Dl =125
1-a" 1 o o _(=3)"

Intrucat sup
z€(—-1,1)

=zes(“ﬁ’1)1—x—1—(1—ﬁ)=

11—z l—=2

1—z"
=n(l-3)" —o00= lim su 0,deci
( ‘TZ) "7"“’°°;Ue(_€),1) 1—-12 _ -TI # ,decCl fn nu
converge uniform. O

2. S8 se arate cd sirul fn: [0,00) — R,fr(z) = -5 nu converge uniform
pe {0, 00), Insd converge uniform pe orice interval a, b],unde 0 < a < b.

Solutie. Evident nhn;.o fa(z)=0

, T n 1
sup |fn(z)—0j = sup > —— = - # 0 = f, nu converge
2€[0,00) n zel000) T+ T n+n 2 ™ &
uniform la 0 pe [0, o0)
Deoarece sup |fn(z) — 0] = sup 2 < b — 0= f, Y0
z€la,b z€la,b] L +n a-rn
pe [a, b] O

3. S4 se arate ca girul de functii (fy)n,fn: (1,00) = R,
fa(2) = 1/(n? + 1) sin® L + nz — \/nz este uniform convergent.

2
- (n®+1)sin® X (PP+1)% on? _ g2
. < < s} ™ T
Solugie. 0 < fn(l’) = /(n?+1)sin* Z4nz+/nz < 2v/n 2v/n Vvn

. 2 : :
deoarece sin? <y —0sl (n? 4 1) sin? 2 >0

Asadar, f, converge uniform la 0 pe (1, 00) O

n
kx
4. S& se arate cd sirul de functii (fn)n,fn: R — R, fn(z) = Zkizs_lh:rl)
k=1

este uniform convergent si limita sa este o functie continud pe R.

Solutie. Aplicdm criteriul lui Cauchy:

N s(n+1)z cos(n-+2) (n+p)z
vz € IRI’ |fn+P($)‘ff;(“)‘ = ﬁﬁ(nﬂ)“?(ﬁﬁ n+§)+ +(7»%25¥1‘| <
< B FD) + (n+2)(n+3) Tt (D) < nAl n+2 T o 2
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1 L1111
s T TR T ndpil T ndl T ntprl S

= [%] = (fn)n este uniform convergent.

n+1 <egdacan >ne =

Cum f, sunt functii continue Yn € IN,rezultd cf. Teoremei 2.2 ca limita
sirului e o functie continua . 0

. S8 se arate ca girul de functii {fn)n, fn: R — R,fn(z) = %arctg z™

converge uniform pe R, dar [ lim f,(z)],—; 75 lim f(1).
n—co n—oo

Solutie. Deoarece |fn(z)| = |farctgz™| < % +Z — 0, rezultd cd

sirul de functii converge uniform pe R cétre functia f(z) = 0. Deci
f'(z) =0 sau | im fo(z)' =0..
n—00

Pe de altd parte, f, (1) = % gi, prin urmare, lim f,(1) = =
n—00 2

Rezultatele diferd deoarece girul derivatelor nu converge uniform pe R
catre % g

. S& se arate ci sirul de functii (fn)n, fo: [0,1] = R, fa(z) = nze "
1 1

converge, dar lim / fn(z)dz # [ lim fp(z)dz
n—oo fq Jo n—oo

Solutie. Evident lim fn(:zz) =0, deci f(z) =0,z € [0,1]

Apoi fo fo(z)dz = fo nre " dg = —Ze —na? 1 1 —1e™™, deci
11\ 1 ~
nango A fn(z)dz = nh_)rglo <5 - 5e > =5 Jar fo J}_{lgcfn( r)dz =0

Rezultatul se explica prin faptul ca sirul nu este uniform convlergent.
Intr-adevar, dacé se alege z, = % € 0,1}, rezultd fr(zn) =" n —
— 1, deci definitia uniform convergentei nu este verificata . ]

. Fie fn:10,1] — R, fu(z) = =23—. S4& se arate ci (f,) converge

+n“x

1 1
- neuniform pe [0, 1], dar lim folz)dz = / lim f,(z)dz.
n--+00 0 0 00

Solutie. lim f,(z)dz = 0, deci sirul converge punctual la 0
n—oo

| nz
lim sup |fo(z) —0]= lim sup |———
n—%z¢0,1) " n=02¢(0,1] ’1‘*' n?z?
an272Y—nz-2n°
Afldm supremumul acestei functii. Calculsm f/(z) = 2 ?l_f,i)zm?)zz 2

= ———g—rr(f+n” yz- Punctele critice sunt z = £1, dar doar z = 1 € [0,1].

1 1 1
Deci sup = fn (—) = - = lim sup !fn(a';)-—0| =5 %
zef0,1] n) 2 n—oooey) 2

# 0. Asadar, sirul nu converge uniform pe {0, 1].

nr

1 + n2z?2
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Avem fol T}Lngofn(m)dz =0

1
Ji westtn = Frin(1 )/ = B0 — i | £ (a)do

Studiati convergenta simpld si uniforma a girului de functii
fn:[0,%] = R, fn(z) = nsin" zcosz.

Solutie. Evident f, £0, f=0

Deoarece [? fn(z)dz = [i¥ nsin™z coszdz = -2, deci
nhn;.o fn(x)dx = 1, iar fo = 0, deducem c4 sirul f, nu
converge uniform, cf. Teoremei 2.2. O
o . 1 9y ne¥+xe™?
S& se calculeze lim [ (1+4+2°) —————dx.
n—=ee Jg n+zx

S’olu;ie. Fie fn: [0, 1] — IR; fq,(fl?) — (1 + :IJ2) . nettze””

nTT

: ne® + re™* . .

lim (143%) - == = (1+2?) ¢ = f(a), deci fn £5 f
ne® -+ xe™ % |

sup |fn(z) — f(z)| = sup |(1+z?)- (____ _ ea;). _

z€(0,1) " z€[0,1] n+z ’
|
z(e™* — e®) ‘
= sup |(1+2%) S < 2 deci lim sup | fnlz) — f(2)] =
z€(0,1] ( n—+—T ’ n’ n—00¢10,1) "( )|

=0, adica f, 25 §

1 T L

Cf. teoremei 4.3, obtinem lim [ (1 +z?)- 0P T =
n—oo fq N+
1
= fol lim fr(z)dz = / (1+2?) e%dz =2e — 3 O
n—oc . 0

Fie f,: A C IR — R uniform convergent cétre f: A C R — IR. Sa se
arate ci §1ru1 On = -1—+sz e uniform convergent.

Solutie. Sirul {g,) converge simplu la functia g = l—Tf—fg
Studiem convergenta uniforméi a girului (gy) :
(2) — L l _ | fn f| = n@d (@) @)= )] z)fn] -
In H2| T HE T WP T O REERE)
_ @) - fE@) - fr(@)f(z)| < |falz) = fz)] - I+ fn(z)f(2)!
T (I+fA@)A+FA() n A+ P2E)A+2(=) —

_ ! (@) 1)
= 112@) = $@)- (e *+ 1 ) <
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< |falz) = flo)| (1 + % %)5= Sifn(z) — fl2)|,Vz € A=

= suplgn(z) — g(z)| < Zsupifn(x) — f(z)] — 0O, pentru ci (f,)
z€A TEA

converge uniform, deci (g,) va converge uniform O

Fie sirul de functii f,: [0,1] — R dat de relatia de recurentsd f; =0
§i fat1(z) = fu(z) + 5{z — f2(2)],2 € [0,1],n > 1. S& se arate ci sirul
(frn)n converge uniform citre functia f(z) = /z.

Solutie. Evident f, re, f
Prin inductie ardtdm ci 0 < f,{z) < f(z),Vz € [0,1],Vn € N

Intr-adevidr, fi(z) = 0 < f(z) = /z,Vz € [0,1]. Presupunem ci
fn(@) < f(z),Vz € [0,1]

Rezultd c& f( ) = fn+1( ) = f(z) - fulz) — 3z — f2(2)] =
= (f(z) = fa@)1 = 3(£(2) + fal2))] 2 (f(z) = fal2))(1 = f(2)) 2
< f(z),Vz € [0,1].

)
> 0,Vz € [0,1], deci frya(z)
);

Analog ardtdm cd 0 < f,(z),Vz € [0,1]. Atunci f, < fa+1,¥n €N

Cum f, si f sunt continue, folosind teorema lui Dini, rezulta ca
uc
fn—f O

Fie f: [0,a] — R o functie continud cu proprietatea ci foa " f(z)dz =
=(,Vn € IN. Sa se arate cd f = 0.

Solutie. Avem [ P(z)f(x)dz = 0, pentru orice polinom P cu coeficient;
reali. Cf. teoremel Stone-Weierstrass, existd (P,), un sir de poli-

noame cu coeficientii reali astfel incit P, ve, f pe [0,a]. Cum f este

marginitd , f - P, ve, f? pe [0,a). Prin urmare, Jo fz)de =

= lim f(z) - Py(z)dz = 0 (cf. Teoremei 2.3). Deoarece f > 0 este
n—oc

continud , rezultd ci f2 =0, deci f = 0. O

S& se determine multimea de convergentd pentru urmatoarele serii de
functii:
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ZZ" sin F

vln(l + a™)

e) a>0
A, T el
n=1 n

Slna:
f ,a€eR
>§ =

Solutie. a) Aplicdm criteriul radacinii pentru seria valorilor absolute :

. |1 l—l =
hm | fn(z )|—n1£20 (1_'-;) |1—2:L' -

Deci seria este absolut convergentd pentru 111 22-‘ <1=z<0si

1—z
11— 2%

2
T >3

[0,2) U (3, 2]. Deoarece |as| = |fn(z)] > 1
H
implicéd lirn 1 O, # 0; rezultd cd seria este divergentd .

Deci multimea de convergentd este (—oo,0) U (3,00 )

b) Folosim criteriul raportului:

i | for1(@)] i 11— 22! Inn |1 —&?
n—oo |fu(z)]  m—oo 1422 ln(n +1)  1+2?
Deoarece, pentru z # 0, %I_—ZT < 1 rezultd cd seria data este absolut
convergenta .
o0 .
Pentru = = 0 se obtine seria alternatd convergenta z —.Deci
lnn

n=2

multimea de convergenta este R

c) Deoarece lim Yz = 1 si z > 0, deducem ci , incepand de la

n—o

un anumit rang ng, termenii seriei date vor avea acelagi semn, céci
2 — ¥z > 0 pentru n > np. L&sind la o parte primii ng termeni,
obtinem o serie cu termeni pozitivi. Aplicdm acestei serii criteriul lui
Raabe-Duhamel:

(B 1] ]

lim n = lim n— — =Inz,
n—oo | fopa(z) ] noo o g
astfel ¢& pentru Inz > 1, adicd z > e, seria data este convergentd , iar

pentru z < e ea este divergents .

:ll'—'

Pentru z = e avem fnd1 _ 9 _ en+1 > 2 — (1 + ) . deoarece

fn
+1
yn+l . . . . . . . .
e < (1 -+ 7—1) si cf. criteriului al doilea al comparatiei seria este

divergenta .
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Pentru z = 2 seria data este convergentd , deoarece f,(2) = 0.
Deci multimea de convergentd este {2} U (e, 00)
d) Aplicand criteriul al treilea al comparatiei, rezults ci seria datd are

oC (o
aceeagi natura cu seria Z (§> , deci ambele serii sunt convergente.

n=1
Agadar, multimea de convergentd este IR.

e) S& presupunem intdi cd 0 < a < 1. Deoarece aceastd serie are
termenii pozitivi ii putem aplica criteriul raportului:

< n )‘” In(1+a™1)  In(l4et)e Ine

im = =qQ =
o n+1 In(1+ a®) .n—oo  In(l4gn)e" Ine
= a < 1, deci seria data converge in acest caz pentru Vz € IR.

< : o . =In2 5
Dacd a = 1, seria datd devine Z—?, care este convergentd pentru
n=1 s
Yz > 1.
o . In(1+a™ "(14q™" In{1+2 :
Dacd a > 1, atunci % = e (nja ) = 7,}2_“1 + (nfﬁ), deci

seria datd poate fi consideratd ca suma a doud serii, dintre care prima
converge pentru Vz > 2, iar a doua pentru Vz € IR. Asadar, seria data
converge in acest caz pentru Vz > 2.

Pentru a = 0 seria data converge evident pentru Vz € R, caci toti
termenii ei sunt 0.

f) Aplicdm criteriul radicalului :

- . |sinz . . .
lim 3/!fp(z)| = lim |sinz] = | sin z| = seria e absolut convergenta
n—oc n—00 W

dacd |sinz| < 1, adicd z e R\ {2%kn £ L} ke Z

(o0}
Dacd z = 2km + %, seria devine E —, care e convergentd pentru
“ n
n=1

o > 1 si divergentd penfru o <1

o o]
ol . . _]' n . . . »
Dacd z = 2km — 3, seria devine E ( a) -, care, cf. criteriului lui
n
n=1

Leibniz, este convergentd pentru o >0
Asadar, daca o > 1, multimea de convergents este IR; dacd 0 < a < 1,
mulfimea de convergentd este R \ {2k + Z}; dacd o < 0, mulfimea
de convergentd este R \ {z 5 2kr & Z}

O
S48 se determine multimea de convergenta si uniform convergenta seriei
oo 1
x z i o :
z + E : — —1,0 <z <1 5a se determine suma
~ll+nz 1+(n—-1)

seriel.
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Solutie. Sirul sumelor partiale este

Sn(z) =z + ( a:) + (1+2a: - T?:EE) Tt [1+znz B 1+(7f—1)1::|[ =
= lfn:r:
Avem nl_l_’I:;loSn(m) = f(z) =0,z € 0,1]

Deoarece |S,(z)| < 1,Vz € [0,1], rezultd ci seria este uniform conver-
gentd pe [0, 1] cdtre functia identic nuls . O

S& se precizeze convergenta seriilor:
o 2

n - 1
Z———(mn +z7"),z € [—,2]
—vnl L2

= < in < 2™, Asadar,

Solu;tze Cum z € [2, 2], avem & < 2™ < 2™ gi o

\/_(:c o \’}_{2”+2n) 2";%2

2n—1-1n2

Vhl

Aritdm ca seria este convergenta

n=

2 |
. Qnl o n+1 / nt 2(n + 1)2
lim = hm2( = ) V(n+l)l_nﬂ—>nvl~cn2\/— 0<1,

o0
deci cf. criteriului raportului E a, este convergentd

n=1
Asadar, conform Teoremei 2.6, seria este uniform si absolut conver-
gentd . O
2 nz
—,z € R
n=1
. . B 6,2

Soluie. Fie fn(z) = oatzz. Atunci fi(z) = [insatyz- Punctele
critice sunt £ = %4/ 7—11-5 gi functia f,(z) isi atinge maximul in z = Elg

1
Deci ll+n < folz) = WO

: 1 o : :
Cum seria E E —— este convergentd , deci cf. Teoremei
12n\/—

2.6, seria este uniform si absolut convergenté O

> . 27 R
;&I’Ctg m,ZE € In.
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Solutie. Avem fi(z) = A zT)r s € R,

De aici se vede ci functia f,(z) are valoarea maximi pentru z = n?.

Cum lirszl fn(z) = 0, rezultd cd fn(z) atinge cea mai mare valoare
n—10C

pentru z = n?, deci |arctg 2| < arctg 5 < %,Vz € R,Vn € N.

Seria numerica Z— fiind convergentd , va rezulta, cf. Teoremei 2.6

n_l

(criteriul lui Welerstrass), ca seria de functii este absolut si uniform
convergents, . O
i o (14 1\"] cosnz

n n+1

n=1

Solugie. ,[e— (14 #)"] e=n2) < [(1 + M1 4 %)ﬂ] L=

n

o o]

3
— 1 n 1 3 . : w
= (1 -+ H) . n(n+1) < n(n+1), 1ar SEeria nE= 'n(—n—l-)‘ este Convergenta,

o0

pentru cd o putem compara cu seria armonicd generalizatd E =5
n
n=1
aplicdnd criteriul al treilea de comparatie. Asgadar, cf. criteriului

o0 n
: . . 1 COSNIT ,
lui Weierstrass, seria E [e — (1 + — 1 este uniform conver-

el n n

genta O

2nm

cos &L R
Z\/ﬂ:3+n’x <

anm _ cos(n+1)Z sin &

; ; = cog 2T dm
Solutie. Fie s,,, =CO8 5 +CO8 5§ + ...+ Cos =3 St =
_ 2 . . . .« v
= lsnl < == Sm = —ﬁ,‘v’n = girul sumelor partiale ale seriei numerice
Z cos —— e marginit, deci se verificd prima conditie din criteriul lui

Dmchlet
. 1 . ' . v v s _ .
Fie ap, = \/Ea—_i_—n.Snul (on) e descrescator pe R si nan;.o an = 0, deci

(ap) converge punctual la 0. Ar&tdm ca sirul (o) converge uniform
peR1a0:

lop| < 2=,V € R,¥n € N

\/—!
Asadar, seria este uniform convergents , cf. criteriului lui Dirichlet.
O
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20. Este posibil ca o serie de functii continue pe o mulime A si conveargi

21.

neuniform pe aceastd multime citre o functie continué ?

Solufie. Raspunsul este afirmativ.

oo
, _ nT (n—1z '
Fie seria nE___l [1 T2 TH(ne 1)21‘2] ,z € [0,1]

Toti termenii seriei sunt functii continue pe [0,1].Suma partiald de
rang n a seriei este

/ (n—1z |
) — 4 2z - — T e nT _ n i — _nr
S%(x/ 1+w2ﬁ-k1+4m3 1+w2>-+""[ +n2z2  14+(n—1)%22 | 1+n2z2?

astfel ¢ lim S, (z) = 0,Vz € [0, 1), deci seria datd converge simplu pe
n—00

{0, 1] c&tre functia identic nuld , care este o functie continud pe {0, 1].

Observim ci seria nu converge uniform la 0 pe [0, 1].

Intr-adevir, ludnd z, = = € [0,1] rezultd Sp(z) = £ — 1, deci

relatia de convergentd uniform& nu este verificata . O
Fie fo: [0,00) = R, fu(6) = %2 1 € Wi fie Ay = 3 fu(c)da,
VYn € IN*. 83 se calculeze lim A,.
n—o0
Solutie. Fie x > 0, fixat.
-z —n
lim u,(z) = lim ne _tre  _ e %,
n—oC n—eo T + n

deci u, converge punctual la f(z) =e™ %, Yz > 0.
Fvaluam in continuare

9a(2) = [un(z) — F(&)] = (1 _

n

-y a:) e —e”*|, Yz >0,Yn € N*,

Daci z € (n,c0) atunci:
el<e " le"—e T <e "= gp(z)<e™™ = 0.
Daca z € [0,n], atunci
e?>e M= le M —e ¥ <jeT M+ e =
=g "+e T <277,

deci P
e
<
g(m) T T4+n

,Vz €[0,n].

2xe” "
T+n

— / -
2ze = 2—1,——5 . (~z% —nz +n),
z+n (z +n)?

Studiem acum variatia functiei [0,1] 3 z —
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-z

deci functia 2%_—?_;— este crescitoare pe (0, ————”""2‘1”‘”) si descrescatoare
pe (Y2Hn=m ) deci

8n 2n

nlT) < .e Vnitan+n 0.
9n(%) (Vn? + 4n + n)? © -

Deci u, converge uniform la f .
Aplicind transferul de integrabilitate obtinem:

e—1
e

1 1
lim Anz/ f(z)ds = / e %dx =
n—od 0 Jo
O

oC
S& se arate ca seria E (z™ — 2™ — 2" + £%"~?) converge neaniform

n=1
pe [0,1] si totusi
0 oo )
jol{ (Z,n_m2n_xn—1+m2n—2)]dl, — z/ (In_mZn_mn—l_}_xZn—Z)dx
n=1 n=1"0

Solutie. Sirul sumelor partiale este S,(z) = z™ — 22",

Deoarece S, (0) = S,(1) = 0 si pentru z € (0,1) avem 0 < Sy(z) <

< z", rezultd lim S,(z) = 0,Vz € [0,1]. Deci seria este simplu con-
n—0C

vergentd pe [0, 1] citre functia identic nuls .

Convergenta nu este uniforma :

Alegem 2, =277 € [0,1) §i Sp(zn) =3 — 3

Deoarece suma seriei date este f(z) = 0,z € [0, 1], rezultd fol f(z)dz =
=0.

vorlem 20 n—1 2n—2 _ 1 1 1 1
Apoi [;(z" —z 2"+ 22 ) de = =g — 5y — 5 + 5oy astfel

+1 2n+1 n 2m-1
suma egalé cu zero.

o0
o . 1 1 1 1 o .
ca seria E + este convergenta g1 are
n=1 n

Asadar egalitatea din enunt e demonstrat . a

23. B posibild integrarea termen cu termen a seriei

(e o]
222[7‘&28—72222 — (n—1)%~ (1) 2 ¢ [0,1]7
n=1
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24.

25.

n
Solutie. sp(z) = ZZm{k%'kzmz—(k—l)Qe—(k_l)zmz] = 2znle "% =
k=1
= hm s,,( ) =0,Vz € [0,1] = seria dati e simplu convergentd pe
0, 1] chtre f(z)=0
Cum in punctul z, = % avem Sp(Zn) = %n — 00, deci seria datd nu
e uniform convergenta pe [0, 1] ctre f(z) =0

Avem [ f(z)dz =0 si
fO 2$ 2 —n z? (n _ 1)2 —(n—1)%z }diB — [_e—n

T eln— 1)§ -

2

2 —(n—1)212
T eV ff =

2]
=

en

: 1 1 .
Dar seria Z { moE | © convergentd gi are suma 1, deoarece
eln— e

suma ei partiald de rang n este 0, = 1 — e—}; — 1

Asadar, nu e posibild integrarea termen cu termen a seriei date. 5

sinnz

S4 se arate ci seria, E
n=1

o functie de clasy CL.

converge uniform pe R, iar suma sa este

. 1 Qy . . 1
Solutie. Deoarece |2282| < L ¥n € IN*,Vz € R si seria E — este

n=1
oC .
o e s 1 . , sinnz
convergenta , cf. criteriului lui Weierstrass, seria E s— converge
n
. n=1
uniform.

3 /
Cum (2232)" = 9522 yp rationament asemandtor cu cel de mai sus

co
. e , COS NI _ , g
aratd cd seria derivatelor E s— converge uniform, deci funciia
n
n=1
= sinnz 2. coSNT
fR-R,flz)= E este derivabild si f'(z) = i
n3 n?
n=1 n=1
A 54 COS T 0S8 L
Intrucét functiile z ~— *>7* sunt continue i seria E converge
n=1
uniform, deducem c# f este de clasi C*. O
. (—1)]
S& se arate c¢a seria de functii E oy converge uniform pe IR, dar
n=1

nu converge absolut pe R.
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o o]
Solutie. Seria valorilor absolute, ;n e este divergentd pentru
Vz € R.
Deoarece —— < 1,¥n € N*,Vz € R, deducem ci suplfn( )—f(z)] <

nta z€R

1
< %, unde fr(z) = #,f(x) =0,Yn € N*. Cum nh_)r%o—rz = 0,rezultd
c:‘ifnﬂ-)fEOpe]R.

Sirul de functii g,: R — R,g, = (—1)"! are sirul sumelor partiale
egal mirginit.Agadar, cf.criteriului lui Dirichlet, seria de functii con-
siderata este uniform convergenté . O

Sa se studieze caracterul convergentei urmatoarelor serii:

oo n n+1 n+1

X z

— — 14— —1,1]
Z(n n+1>(+n+1) T

n=1

o L $n+l
Solutie. Suma partials de rang n a seriei - - 1) este
¢ part g i nz; ( — 1)( )
n+1
Su(z) =z - 337

Deoarece |S,(z) — 2} = —n_% < 737,V € [-1,1],Vn € NN, rezult} c

sirul (Sp)n converge uniform pe intervalul [—1, 1] citre functia f(z) =
= z. Deci seria (1) este uniform convergentd pe [—1,1].

n+1
Sirul de termen general a, = (1 + = +1) este un gir crescator de
functii egal marginite pe intervalul [—-1,1]. Intr-adevér,

L
an+l _ ntddz [(n+1)(n+z+2)]n L ioys ]nH

T
an  nt2 | (n+2){(n+l+z) n+2 [1_ (n4+2)(n+1)+nz+2z |

Aplicand aici inegalitatea lui Bernoulli obtinem:

Gn+1 n+2+z (n+1)z _ (n+2)%(n+1+z)+22
Grn 2 'n+-5 [1 - (n—‘r2)(n+1+:c)] - (n42)2(n+1l4z) >1,vVz € [—1’1]’
deci girul (a, ), este crescitor.
nt1q %
I’ x
Cum lima, = lim (1-}- ) = &%, rezultd cd pentru
n—00 n—00 n+1

flecare z € [—1,1] avem a,(z) < e*,Vn € IN.
Dar functia g(z) = e*,z € R este o functie crescétoare.

Prin urmare, 0 < a,(z) < ¢,Vz € [-1,1],Vn € IN, ceea ce inseamnd
cd (an)n este un gir de functii egal marginite pe {—1, 1].

Agadar, seria datd verificd toate conditiile din criteriul lui Abel, deci
este uniform convergents pe intervalul {-1,1]. O
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0 n
[
1 + n3a:4

Solutie. Deoarece (1 — z%vn3)? > 0, rezultd ci 2z%v/n3 < 1 + nz?
n 2
Prin urmare, J(1+1723T| < 2\/—,Va: € R,VYn € IN, de unde, cf. cri-

teriului lui Weierstrass, deducem cé seria data este absolut i uniform
convergents pe R. O

In(l1+n*z?) In(l+ (n—1)*?
Fi sIn(1+ 22 [ —~
ie seria 3 In( +ac)+n§_:2_ 5 =1} ,

z € [0,1]. S& se demonstreze ci aceasta serie este derivabili termen cu
termen, dar seria derivatelor converge neuniform pe intervalul 0, 1!.

In(1+n4z?)

Solutie. Pentru aceastd serie avem Sy(z) = ——_—. Deoarece, in
baza regulii lui 'Hospital ) 3
In(1 + z?y* 4 3
hm ROFZY) gy BBV g lim —%_— —0,
y—00 2y y—002(1 + z2y4) y—ool + 12yt

rezultd ca nlin(}o Sp(z) = 0,Vz € [0,1]. Deci seria datd este simplu
convergentd pe intervalul [0, 1] citre functia f(z) = 0,z € [0, 1].
Seria formatd cu derivatele termenilor ei este
o0 2 -1 3
1+n%22 1+ (n—1)4z?

n=1

Suma partiald de rang n a acesteia este S, (z) = H%;zp de unde
deducem c& lirrgo Si(z) = 0,¥z € [0,1]. Prin urmare, seria (*) este
n—

simplu convergent3 pe intervalul [0, 1] citre functia g(z) = 0,z € [0, 1].
Cum functia f este derivabild pe intervalul [0, 1] i f' = g = 0, rezultd
c3 seria datd este derivabild termen cu termen pe [0, 1].

Pe de altd parte, Vn € IN, punctul z,, = —17 a,pari;lne intervalului |0, 1]
si |9 (z)—g(z)| = 2. Asadar 3¢ > O(de exemplu 3) astfel Incat pentru
Vn € N3z, € [0, 1] astfel incét si avem |S), (zn) — g(zn)| > €, ceea ce
demonstreazi cd seria nu este uniform convergenté pe [0, 1].

Acest exercitiu dovedeste ci convergenta uniforma pe un interval [a, b)

D
a seriei E f;, nu este o conditie necesard pentru derivarea termen cu
n=1
e o]
termen a seriei E fn pe [a,b]. O

n=1

oC
. . - 2 - _ 2
E posibild derivarea termen cu termen a seriei E e " —e (n—1)z I,
n=1

z € [0,1]?
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Solutie. Suma partiald de rang n a seriei este
sn(z) = Z[e_kx e“(k'l)zz] =™ ] — —lz€ (0,1]

si Sn(o) - 0

Deci seria data este punctual convergentd pe (0,1) citre functia

0, dacaz=0
f(z) = { —-1, dacd z € (0,1]

care e discontinud in z = 0, deci nederivabild in 0; asadar nu e posibild
derivarea termen cu termen a seriei.

Aceasta se datoreaza faptului ca seria derivatelor
o ]

2[235(71 —1)e~ (D= _ 2zne ™) nu e uniform convergent pe [0, 1].

n=1
Intr—adevé,r suma sa partialé de rang n este

Z[Z:v ~(k-1)2* kae‘kxz] = —Inze™™ — 0,

Vz € [0, 1] Dec1 seria derivatelor e simplu convergents citre 0 pe [0, 1}.
Cum In punctul z, = —\%—ﬁ € [0,1] avem |s(z) — 0| = 23(3@ — 00,
inseamnA cé seria derivatelor nu converge uniform pe [0, 1]. O

S& se calculeze sin 32° cu precizia 1073,

Solutie. Se stie formula lui Taylor cu restul lui Lagra,nge+

Foth) = f(@)+ 57 (@) + B 1/ @) +...+ B f) (@) + E o)),
cu ¢ intre  si z + h, pentru f € C**! intr-un interval ce contine z si
z+h

Aplicim formula pentru f(z) =sinz,2 =30°=§,h=2°=g&

Se alege n minim astfel Incat m <103 =n=1

Deci sin 32° ~ sin 30° + 5 c0s 30° ~ 0,5 + 3. 1;10159 1732 732 ~(,5302 O

Probleme propuse

S& se studieze convergenta punctuald gi uniforma a urmétoarelor siruri
de functii :

t 1. fa: (0,1) — IR, fn(x) = nz+1>n >0

R: converge punctual la f(z) = 0, dar nu converge uniform

T
1+n%x2

R: converge punctual si uniform la f(z) =0
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fa: R* = R, fo(z) = 1¢fw

R: converge punctual la f(z) = 1, dar nu converge uniform

fa R = R, fo(z) = {22,

R: converge punctual la

o={4 225

dar nu converge uniform

S8 se arate cd girul de functii f,: [0,1] — R, fo(z) = szn?—n nu este
uniform convergent.

R.: functia limitd nu este continud

foi R =R, folz) = /22 + 5,n >0

R: converge punctual la f(z) = |z| si converge si uniform la f

fo: Ry = R, fr(z) = e ™ sinnz

R: converge punctual la f(z) = 0, dar nu converge uniform deoarece
Jo(32) — e tsinl #0

n

Fie fo: R — R, fu(z) = iiil—?f,n > 0. S& se studieze convergenta

girurilor f, si fr.

R: sirul de functii f, converge uniform la 0, iar sirul derivatelor n-are

limitd
= 1

Sa se afle multimea de convergents a seriei de functii Z( —-H*r—.
n=1 n

R: (0,00) (cf. criteriului lui Leibniz)

sinnx

S& se arate cd seria de functii Z este uniform convergents

n=1
si cd suma ei este o functie continua .

R: Cf. teoremelor 2.6 gi 2.4

S& se studieze convergenta seriilor:

n(n+1)

00 2
Z(—EJr—f-)—,ze [a,b],0<a<b
n=1 n

R: uniform convergentd,
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(o] 1
12. Y ——
;azz +n?

R: uniform convergentd si absolut convergentd (cf. criteriului lui
Weierstrass)

13, f: 3Siil nT
— vn*+zt
R: uniform convergentd si absolut convergentd (cf. criteriului lui
Weierstrass)

oC

1
14. Zm,(ﬂ & R

n=1

R: e uniform si absolut convergentd cf. criteriului lui Weierstrass



Capitolul 3

Serii de puteri

3.1 Convergenta si proprietatile seriilor de puteri

(o ]

Definitia 3.1. O serie de functii de forma Zanm",w € R, unde a, € R
n=0

se numegte serie de puteri.

Numirul a, se numeste coeficientul termenului de rang n.

Toate rezultatele privind seriile de functii sunt valabile gi pentru seriile
de puteri. Datoritd caracterului lor particular, seriile de puteri au in plus
urméatoarele proprietati :

(0. ®]
1. Teorema I a lui Abel Pentru orice serie de puteri Zanz" exista

n=0
un numir R,0 < R < 400 astfel incat:

a) Seria este absolut convergentd pe intervalul (- R, R).

b) Pentru Vz astfel incat |z| > R, seria este divergents .

¢) Pentru V0 < r < R, seria este uniform convergents pe [—r,r].
Numarul R se numeste raza de convergenta a seriei de puteri, iar

intervalul (—R, R) se numeste intervalul de convergentd al seriei.

2. Suma unei serii de puteri este o functie continua in orice punct interior
intervalului de convergenta .

[o.0)
3. Teorema a II-a a lui Abel Fie E anpx” o serie de puteri, R raza
n=9 .
sa de convergentd si f suma sa. Daca aceasts, serie este convergenta

in punctul R (sau in punctul —R), atunci suma f este o functie con-
tinud in punctul R (sau in punctul —R), deci liRm . f(z) = f(R)
T—R-

(lim f(z) = f(—R)).

z—R+40

63
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o0
4. Daca E an,z” este o serie de puteri si R raza sa de convergenta ,
n=0
atuncl:
a) Seria derivatelor de ordinul n are aceeasi raza de convergentd R.

b) Suma f a seriei este indefinit derivabild pe intervalul de convergenta
si derivata sa de ordin n,f(™, este egald cu suma seriei derivatelor de
ordinui n.

o0
5. Teorema lui Cauchy-Hadamard Fie Zan:c“ o serie de puteri,

n=0
R raza sa de convergentd si w = lim /|a,|. Atunci R = 1, daci
n—oo

0 <w< 400, R=0, dacd w = +00 §i R = +00, dacd w = 0.
Definitia 3.2. Se numeste serie Taylor o serie de functii de forma
0
Zan(m -a)"a € R.

n=0
Toate proprietatile seriilor de puteri se mentin pentru seriile Taylor.

3.2 Dezvoltiri in serie

Definitia 3.3. Fie I un interval,a un punct interior lui I gi f o functie
. fn)

reald definitd pe [ gi indefinit derivabild pe I. Seria Zf (@) (z —a)™(1)
n=0

nl
se numegte seria Taylor a functiei f In punctul a. Fie I’ intervalul de
convergentd al acestei serii. Vom spune cid functia f este dezvoltabild in
serie Taylor pe intervalul I’ dacd ea este suma seriei (1) pe I'.

Teorema 3.1. Functia f: I — IR este dezvoltabila in serie Taylor pe inter-
valul I' dacd si numai dacd ea este indefinit derivabild pe I' g restul ei de
ordin n din formulo lui Taylor tinde la 0 cénd n — oo, Vz € I'.

Dac& a = 0, atunci seria (1) se numeste seria MacLaurin a functiei f,
iar dacd o s
™0 , /
T) = —_— I,
f(=) ; ezl

atunci se spune c8 functia f este dezvoltabils in serie de puteri pe I'.
Dezvoltari in serie ale unor functii elementare
1. e? =Y L. .7 vz e

n=0 nl!

2. T =32 2" Yz < 1.

n=0

3. o =2, (-1, Vgl < 1.
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4. cosz=) 5(;—711; 2" Yz eC.

o _ o0 (—1 n 2n+1
5. sinz = n=0(27*_%ﬁ'z ,VZEC.

6. (1+2)% =35 Ao Bulomntlln vy 1)) < 1 0 € R.

n!

3.3 Probleme rezolvate

S& se determine multimea de convergentd i suma urmitoarelor serii de
puteri:

= +1
Solutie. Cum lim |24 — i 2T
n—00 !an' n—oc2m + 3

convergentd == (—1,1) este intervalul de convergents .

=1 = R = 1 raza de

Pentru ¢ = 1 gi £ = —1 obtinem doud serii alternate ce verifici
conditiile din criteriul lui Leibniz , deci convergente. Deci, multimea
de convergents este [—1,1].

S8 notdm cu f suma seriei. Derivand seria termen cu termen obtinem
fllz)=1-2?+2* 2%+ . .+ (-1)"2? + ... = 1=, pentru |z| < 1
Deci, f(z) = arctgz + ¢, pentru |z| < 1. Facand aici z = 0 deducem
cd ¢ = 0. Asadar f(z) = arctgz, pentru |z| < 1. Din convergenta in
punctele z = *1 a seriei date rezultd cad f(1) = liﬁn Oarctg:c =

r—1—
T .
=arctgl = 7 gi lignl . f(z) = I Prin urmare, suma seriei date este
z—1+
restrictia functiei arctgz la intervalul [-1,1]. In acest fel am stabilit si
oC

n

anume % O

: . 1
suma seriel numerice E (— ol
n

n=0

> i?’f(;;,)i—;) (11—— zi:)zn_l

Solutie. Notdm 11:2 = y i obtinem seria de puteri Z

1)n-t
n—1)"

0 gentd este K =
Raza de convergenta e n n(2n — 1)

2n--1

|
' n-l—l 2n+1)' (=11 |

i
—
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Intervalul de convergenta este (—1,1).
)n—l

Pentru y = —1, seria devine Z———l—)-
n —

care e convergenta cf. cri-

n=1

—1)n-1
(2n —1)

teriului lui Leibniz

Pentru y = 1, seria devine Z care e convergentd cf. criteri-

ului lui Leibniz
Deci multimea de convergenta este {—1, 1].

Pentru a vedea mulgimea de convergentd a seriei In r rezolvim ine-

galitatil <EZ < ;€ (—00,0] U [£, 00)
Fie S(y) = i(—_llz—l-yz"‘l ye[-1,1]
“=mn(2n - 1) ’ T
(=D s R (=D S
S’(y) — Z( 7)1 yZn 2 _ Z( 72/ (y2)n 1 — yZS/(y) _
n=1 n=1
==y 1 2t vy 1¢,2\n—1
=) —— )= W) =) () =
n=loo n=1 2y
=2y2( y2\”1=2y1‘ 2=>y25/()=/1+y2 =
=In(1+y?) +

Facemy — 0= c¢=0

Deci §'(y) = 28 4 £ 0 = S(y) = [ gy = —Lin(1+4%)+
+2arctgy + c(am integrat prin parti)

th( ) =0= limS(y) = lim (—1 In(1 + y?) + 2arctgy + c) =
y—0 y—0 =0\ Yy
2
= lim —2 5 +¢=c=>c=0 (am calculat cu 'Hospital)
y—01 +y

S(y) = -—% In(1 + ¢?) + 2arctgy

1—z

[ 2
Suma seriei initiale este f(z) = S (1 _22) = 12z, [1 + (11:2“;) w +

1 —

; i on+1 2n +1] o
lim i
n—»oo}272 + 3 on )

ST

Solutie. Raza de convergentd R =
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Intervalul de convergentd este

oo
seria devine Z

Pentru z = —32

5 gl e convergenta cu criteriul

lui Leibniz

Pentru z = %, seria devine Z 7 si este divergentd
n—O
Multimea de convergenta este [—%, %—)
[0}

" : . 22)"
Notim 2z =t2,z > 0. At ( =
2 0. Atunci f(z) = ;2n+l Z2n+1

o th ©0 t2n--1 ,
= t),t€]0,1) = tS(¢t tS)Y =
(o @]
1 1. |1+¢]
=) " = = t9(¢ = -
; 1_ 72 (t) /l—tht 21n1—tl C

Facemt —0=c¢=0

Atunci S(t) = £ In 1t t € (0,1) = f(z) = 2\}$ In i'_"/\/%x € (0,3)
Pentru z < 0 notim 23: = —t2
flz) = Z iw = S(t),t € (—1,0)
“2n -+- 1 2n -|- 1~ 2n+1 ’ ’
1)71132”+1 = 1

S(t) = Z( o = S = Y (-1 = e
= tS(t) = arctgt +c

Facemt — 0= c=0
Atunci S(t) = tarctgt = f(z) = \/_rTzarctg v—-2z,z€[-3,0) O

S8 se determine multimea de convergentd a urméatoarelor serii de

puteri:
o0
4.) 2+ (-1)"a"
n=0
Solugie. Raza de convergenta este R = L = 1, deci
: gent Tim /12 + (=1)"]

intervalul de convergentd este (—1,1)

Pentru z = 1, seria devine 2[2 + (—1)"] si este divergentd deoarece
n=0
termenul general nu are limitd ((ug, =3 §i ugnt1 =1)

Analog, pentru z = —1, seria este divergenta .
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Deci multimea de convergentd este (—1,1) O

'n Vi Fnd3+1\2z+3/ "’ 2

o !
Solugie. Notim ¢ = ZE% si obtinem seria de puteri Z \/___

Raza de convergenta este

R= L =1
limn n+ 2 Vnt+nd4 l
n=e0 iy /(n T+ (@m+1P+1 ntl
Intervalul de convergentd este (—1,1).

n+1
\/n4+n3+1

Pentrut = —1, seria devine E care e convergentd

=0
cu criteriul lui Leibniz

n-+1 : o
Pentru t = 1, seria devine E care e divergenta deoarece
x/n4 +n3+1
0 putem compara cu seria E — cu ajutorul criteriului al treilea de

n= 1
comparatie

Mulgimea de convergentd este [—1,1) pentru seria in t.

Multimea de convergentd pentru seria initiald se va afla rezolvand

inecuatiile —1 < 2‘;113 <l=1z€(—00,-2)U[—},00). O

= n 1 n T

;(—1) mtg 2,z € (—5,5)

Solutie. Notdm tgz = y. Seria devine Z . ———y", yE€R
ipy

n=0

3%
R=— L = =3
lim (=1)rt? 324/1 +n?

= |35 T+ (n+ 12 (Z1)"
Intervalul de convergenta este (—\/— , \/3)

Pentru y = —+/3, seria devine Z \/___ care e divergentd deoarece

e minoratd de seria divergenta E
'TL +1
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oC
Pentru y = /3, seria devine Z(—

n=0

.
L
1) ———== care e convergent3 cf.
V1+n?
criteriului lui Leibniz

Multimea de convergent pentru seria in y este (—1/3, V3]

Mulgimea de convergen“gé pent'ru seria initiald se afld rezolvand inecuatiile

oo 2_1__ _ n
7 Z(—l)n vne—+1 (456 1)
n=0

n?+n+1\z+3

n“+1
n2int1?

oo
Solutie. Notdm y = 4;”;31 si seria devine Z(—l)“
n=0
Raza de convergenta este
= (=1t (n+11)2—l—1 n+n+1 =1
lim

nsoo| (n+ 12+ (n+1)+1 1)n\/n2—'{

Intervalul de convergenta este (—1, 1)

P 1, seria d il di a
entru y = —1, seria devine Zrﬂ ey §1 este divergentad avin
n=0
o0
aceeagi naturad cu seria Z 7 cf. criteriului al treilea de comparatie
n=0 nr
: ) vn?4+1
Pentru y = 1, seria devine —1)*————— si este convergentd cf.
v Z( T in+1 °©

n=0
criteriului lui Leibniz

Multimea de convergents este (—1,1].
Multimea de convergentd pentru seria initiala se afla rezolvand inecuatiile

4z—1 2 4
1< 25 <1=z¢€ (-4 3] O

o0 ¢ 1
n*n
8. —Z

n=1 (TL + %})n

Solutie. Cf. teoremei Cauchy Hadamard avem
o n n "/n
nh_)m Yian| = 11_1:rgon+ T =1
deci raza de convergen’ga este R = 1 si intervalul de convergentd (-1,1).
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SR

. _ ntta . 1
Deoarece lim a, = lim — 7 lim /n [___72_ =1,
et N (T
rezulta cd 1n punctele z = 1 gi x = —1 seria daté este divergenta .
Deci,multimea de convergentd este (-1,1). O
(=)™

este convergenta si sa
e 3n +1

se afle suma ei cu ajutorul seriilor de puteri.

Solujie. Aceastd serie satisface criteriul lui Leibniz,deci este conver-

gentd . Pentru determinarea sumei vom considera seria de puteri
3n+1

— n
nzzjo( 1 3n+1

o an+1
Raza de convergentd este R = lim | +
n—0o0 a,n

| = 1, iar intervalul de
convergentd este (-1,1).

Pentru z = 1 obtinem tocmai seria datd . Notdm cu f suma acestei
serii de puteri pe intervalul (-1,1). Prin derivare avem

o0

. 1 .
fl(z) = Z(—l)"$3n =135 pentru [z| < 1

n=0

De aici rezulta ca

11)? 1 I
flz)=[ ﬁ‘%g = %In—(gmil%q \/-a,rctv \/- + ¢, pentru |z} < 1
Punand aici z = O,obtmem c=¢ /- ,caci f(0) =0, A§adar,
1 2
flz)=3%In z(ff—;% , \/-arctg 25\“/_1 pentru |z| <
= 1 1 m
tunci » (—1)" =f(1)= U =ZIn2+—= O
s S = 0= i )= S 55
Sa se afle suma seriilor :
i (n+1)?
!
= nl
o n
z
olufie. Stim dezvoltarea lui e® in serie de puteri e - =
n=0
-+l oy 1z -
=>.'re‘E:Z:r ﬁem—f—zemzzuz(x-{-mz)em—
n! n!
n=0 n=0
00 o : 2,.n+1
(n+1)z™! _ . 9 (n+ 1)%z™
=N T s (14 22)e% + (2 + 32)e” =
Z | (1+2z)e® + (z +z°)e Z .

n=0 n=>0
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13.

14.
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00 2
Pentrux=1=>5e=2(n+1)

n=0

n!

Zn2Er -2 & 1\" & 1\"
Solutie. Seria se scrie Z——Gn—— = an <§> — an (5)
n=1 n=1
o0
Calculdm suma seriei an;r“

n=1

Si se calculeze v'10004 cu 10 zecimale exacte.

Solutie. Tindnd seama de seria binomialé scriem

/10004 = /10000 + 4 = 10{/1 + a5 =

1 (i 4 ' 101 _93y(1_9
=10 (1 T 10300)4 = 10(1 JT‘%I 108 T 4&“103) - i(z 3,1335,, 2) +...)

1ri_ l_
Cum 10%5#) . <1071 — ¥10004 =
=10 (1+ iy — 5;3-) = 10(1 +0,000025 — 0, 00000000937) =

= 10, 0002499906

L:—]

S4 se calculeze urmétoarele limite cu ajutorul dezvoltarilor limitate:

[ &)

z

. € 2 —Cosx
1 4
z—0 T

Solutie. il_% 8 po 2 = O

lim [33 —2%In (1 + i)]
T—00 . T _|
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Solutie. Notdm x = => lim [3; — 221n (1 n l)

00

2 3
= lim P—iln(lw)] -11m% [1—l (t—-t—+t +t*o (t4))

| SSSE——

t—0 | ¢ ¢ 3
1 t tz 3 7438 . 1 t 2 /1,9 1
- n - - — ——t = —_— — - e
%E)nt[l 1-&-2 3 (t)} %%(2 3 t“o(t?) =3 0
. 1= lim(1 +sinz)=
xz—0
1 1 '33
Solutie. (1 +sinz)z = ez ln(l+sing) _ oz (“‘” Tt ):
ot [(J:—T‘f' ) ( %—+ ) J _ e%(z—%——%—i— ) N
1 2 73
lim - (x-———-——-{-_,_)
= | = ¢®—0% 2 6 =g 0

S& se calculeze cu o eroare mai mics deciit 10~2 integralele:
1
2 SInZ

fO x dzx

Solugie. Se dezvoltd integrantul in serie de puteri in jurul lui 0, se
integreazé termen cu termen si se aproximeazd seria alternata rezultata

1
2 sinz (=1)™
dr = .
/0 z 7;) (2n + 1)}(2n + 1)22n+1

d
1 .
foz ln(];1;+l) dr
Solutie. Se procedeazd analog; rezults :
3 In(1 —1)n-1
[inite) g, g
0 T el C 2
d

1
Jo _ar_gt dz

Solutie. Analog, se obtine:

[5arctg (=1)"
2

0 T ’ on + 1)23'271-{-1 )
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:3
:9. fol e dx
Solutie. Analog, rezultd :
[ =y D
N ! )
Jo = (2n+1
O

S3 se arate cd functiile urmatoare sunt dezvoltabile in serie de puteri
sl 83 se gaseascd aceastd dezvoltare, specificAndu-se intervalul in care
este valabild :

20. flz)=In /1 ~1<z<1
Solugie. Deoarece f'(z) = == = (1 — 2%)™,pentru |z] < 1
rezultd cd f’ este o functie binomiald , deci dezvoltabils in serie de
puteri. Inlocuind in dezvoltarea functiei binomiale pe z cu —t* si pe
o cu -1, obtinem
= t2 =1+#+t"+...+t>+..., pentru jt| < 1
care prin integrare termen cu termen pe intervalul [0, zj,cu |z| < 1,d3

2n+1
tz _ 2 ey |z -
In, /=2 —Z2n+1,pemru |zl <1 0
n=0
21. f(.’L') m,lem\{—2 3}

Solutie. Descompunénd functia datd in fractii simple,obtinem:
3z 9 6

z2+52+6 ~ z+3  z+2
Folosind dezvoltarea funci;iei binomiale deducem c& :

Ho
:.o
|

o

= (1+-‘§ ._32 —, pentru 'z < 3

n=0

|

Ic»
I

[
w
/—\
COIH

||

—32 —, pentru |z| < 2

Adunénd aceste doud dezvol*an, obtinern:

Z 1
. +1 _ bonl
z* +az+6 =3 n (211, 3n> xn} pentru jz| < 2 0

n=0

929. f(m) J"cc a.rctp.,tdt [__1, 1]



74

23.

24.

CAPITOLUL 3. SERII DE PUTERI

Solutie. Functia g(t) = E“E— este continud , deci are primitivd , adicd
3G derivabils astfel incét G (¢) = g\t)

Avem f/(z) = £ (5 =9Edt) = £(G() - G(0) = C'() ~ F'(0) =
— () = g(o) = 82

T

Fie h(z) = arctgz = h/(z) = m Z N

oo :L.2n+1 | =0
= h(z) = 7;(—1)”2n+ 7olel <1
©0 w2n
Atunci g(z) = 7;)(4)”%+ o2l <1
0 t2n
Deci f(z) = [; g(t)dt = [ Z 1)" dt
o0 z t2'n. "% p2n+1

n=0

Dezvoltati in serie de puteri functiile f(z) = arcsinz.

Solutie. Functia f e de clasi C*® pe (—1,1) si derivata sa f'(z) =

\/ll_—zf e dezvoltabild in serie de puteri cu raza 1.
Stim c& Vz € (-1,1), 1+7: 1+ zzj o o
0 o
(2n)! Ccp
= Z(—l)n2——‘2n(n!)21n = Z(—l)nT::rn —_
n=0 n=0
o 0
= i = Zczn 2" — arcsinz = Z_@L__x.?nﬂ
1~z o 4n ot (2n 4+ 1)47

O

g ¥ . — 1 ag e
Sd.se arate cd func§.1a flz) =In Zrara T € R este dezvolt.abna%. in
serie Taylor intr-un interval ce contine in interior punctul z = —1 gi s&
se determine aceastd dezvoltare gi intervalul pe care ea este valabild .

' / _ 2(2) 7 1) . ¢ +1
Solutie. Avem f/(z) = —mz—“—';_'ﬁ = —Zm,x eR

o0
Deoarece m;—ﬂ? = Z(—l)"(x—‘r 1)?", pentru —2 < < 0 rezultd c3
n=0
functia f' este dezvoltabild in serie Taylor pe intervalul (-2,0) si avem
o0

f/(-T) = 22(—1)”7"1(1- o 1)271-6—1

n=0
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Inlocuind pe z cu t si integrdnd intre -1 gi z, pentru Vz € (-2,0)

obtinem:
2n+2
1 (z+ 1)+
lnm Z( 1n o 1 —2<$<0(*)
—[_
Aceastd dezvoltare este valabild si In punctele z = 0,z = -2, cici

inlocuind pe z cu aceste valori in seria Taylor a functiei date se obtine
o serie alternatd convergentd . Deci, functia data este dezvoltabild in
serie Taylor In intervalul [-2,0] si dezvoltarea ei dupd puterile functiei
z + 1 este de forma (*). O

25. Si se arate ci functia f(z) = 55,2 € R\ {3} este dezvoltabili in
serie Taylor intr-un interval ce confine in interior punctul z = 1 gi s&
se determine aceastd dezvoltare, specificandu-se intervalul pe care ea
este valabila .

1 1 — 1 _ 1
z—3 ~ 2z—-2-1 " 2(z-1)-1

Solutie. Avem 5

(o 9]
= —ZQ“(:E ~1)", pentru jz — 1] < l,adicd 0 < z < 2 O

n=0

26. S& se dezvolte in serie de puteri urmaétoarele functii, cu bazele indicate
in paranteze:

a) cos’z (z— )
) /i (7%5)

Solutie. a) Notdimz -2 =y=z=y+ %

1+cos 2z 1+C°S(‘—2’y) 1— sm 2y

A’cuncicos%*:2 5 = s : 1% %.
Z(—l)n (Qy) n+1 _ —]__ ___];Z(_]_)n 2 N+ ,(1._7_.‘-_)“
>0 @rn+1t 2 2 & n+1)! 1
1 1 1

_1 ~3 s=—1)... (w2 —n+1

=y(l-y) 2=y 1+Z( 2) (2 )n' (=2 )( o) =
n>1 ’

R T (Zn—l)”( Z il 0
— 1 = n!2n \$+1

3.4 Probleme propuse

S4 se determine multimea de convergenta si suma seriilor:
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o x.n
1LYy (-t —.
n=1 n

R: Multimea de convergenta este (-1,1] si suma f(z) = In(1 + z)

oo

: Z(n +1)(n+2)(n+3)z"

n=0

R: (-11),f(z) = %x

[ @]
) E n3z™
n=1

34z +z
R: (-1,1),f(z) = T3

. Gasiti intervalele de convergenta si razele de convergentd ale urmatoarelor

serii:

DYt D
Lapn Y okl ! o+ 1

n- n=1

R:2a)R=2b) R=4;c) R=¢e
Sa se determine multimea de convergentid pentru urmatoarele serii de
puteri:

201

n=1

R: R\ {0}

o0 :L'n
) Z on 4 3n
n=1

R: (-3,3)

n=1

R: (-1,1)
i1-5-9-...(4n—'3)$n
A3-7-11- . (dn - 1)
R: [-1,1)

[oe]

n+4 2

Zn2+1(m_2)n
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

PROBLEME PROPUSE 7

3nd —n?2+1
n!

S4a se afle suma seriei E

n=0

cu ajutorul seriilor de puteri.

R: Se scrie ca sumd de 3 serii gi se folosegte dezvoltarea lui e in serie
de puteri. Suma este 14e.

S& se calculeze urmatoarele limite cu ajutorul dezvoltarilor limitate:

V1412 -1
lim 5
z—0 T

, 1
R: 1
i e-—2a: < e2a: -9
z—0 .'2','2
R: 4
lim\"yl+$+ Y1l —2—2
z—0 :L'2

. 2
R: -2

S& se gaseascd sin 1° cu 5 zecimale exacte.
R: 0,01744

S se arate cd functiile urmatoare sunt dezvoltabile in serie de puteri
si s8 se gaseascd aceastd dezvoltare,specificindu-se intervalul in care
ea este valabila :

fiz)=ln(l-z+22),z€R

Ri £(a) = 30 0 (63— o) fo] <
n=1

flz) = %,wem\{l 2}
z) =Z l3—3
n=0

fz)=(01+e*)3,zeR

7 .
2n+1} z" zl <1

R: f(z) —8+Z(3+2"+3”)— —00 < T < 400

n=1

8. f(z) =sinz,z € R

gr
TL+1 2n+-1 ~
_S_ ——:1: — 0 <z <400
K (2n+ 1)! ’

n=0
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fl@)= [FRH g e [-1,1)

)]
oo n+1
R: f(z) = Y (=), f2| < 1
Z;B (n+1)2"

S& se arate cd functia f(z) = lnz,z > 0 este dezvoltabild in serie
Taylor intr-un interval ce contine in interior punctul z = 2 si s& se
determine aceastd dezvoltare,specificindu-se intervalul pe care ea este
valabila .

o0 _ o\n+l
R: f(z) = Z(_l)ni%T(%)——{-_l)’o <r<4

n=0

S4 se dezvolte In serie de puteri functiile urmatoare, cu bazele indicate
In paranteze:

a) Elg (z+1)
b) Inz (12)

R:a) =) (n+1)(z+1)"z€(-20)

n=0

b) Inz = i [(—;)n - 1] G;j)n:c e (0, 00)

n=1




Capitolul 4

Serii Fourier

4.1 Notiuni teoretice
Definitia 4.1. Fie H un spatiu vectorial (complex sau real); o aplicatie
<,>: H X H  C (respectiv R)

se numesgte produs scalar daci pentru orice z,y,z € H si orice o, 5 € C

sunt adevirate relatiile:
i <az+fyz>=a<z,2>+8 <y, z>;
. <z,y>=<y,z>;
iHi. <z,2>> 0
v, <z,z>=0z2=0.
Perechea (H, <, >) se numeste spatiu cu produs scalar.
Aplicatia || ||: H— H, || z {|= /<=z,z > este normi pe H si verifici

inegalitatea Iui Schwarz:
| <zy>|<{zllyl, vz yeH.
Reciproc, un spagiu normat (H, || ||) este spatiu cu produs scalar daci si
numai dacd este verificata legea paralelogramului:
lz+y P +le-yllP=2(lz*+yl?), vo,y € .

Spatiul (H, <, >) se numeste spatiu Hilbert daci orice sir Cauchy este

convergent (spatiul normat (H,| |) este complet).
In cele ce urmeazi (H, <,>) este un spatiu Hilbert.

Exemplul 4.1. Spatiul Banach €™ (cu norma euclidiand ) este spatiu
Hilbert cu produsul scalar:

n
< m>y >= ZZJ@;?
=1

79
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pentru orice z = (21, T3, ...,Tn) §t ¥ = (¥1,¥2, ... Yn) vectori din €. Analog
si pentru R".
Exemplul 4.2. Spatiul Banach al girurilor de patrat sumabil,

PN)={z:N—C| Y l|z(n)]* < oo}
nEN

este spatiu Hilbert cu produsul scalar:

<z,y>= Z fﬂ(n)m,

neN

pentru orice siruri z,y € £2(N). Analog si pentru spatiul girurilor bilaterale
(definite pe Z), £%(Z).

Definitia 4.2. Doi vectori z,y € H se numesc ortogonali (sau perpen-
diculari; notdm z 1 y) dacd < z,y >= 0. Ortogonalul unei multimi nevide
M C H este, prin definitie, multimea (subspatiul inchis)

Mt ={zeH!lzly Vye M}

Teorema 4.1. (Teorema proiectiei) Fie H un spatiu Hilbert si fie M C H
o muliime nevida , inchisd i convera . Atunci existd un unic vectorxpyy € M
astfel incat

|z l=inf{fiz || [z € M}

O consecintd importantd este generalizarea descompunerii dupa directii
perpendiculare din geometria euclidiand :

Teorema 4.2. (Descompunerea ortogonald ) Fie K C un subspatiu
inchis §i fie K+ ortogonalul sdu. Atunci, pentru vector = € H existd ( i
sunt unici) y € K §i z € K+ astfel incit ¢ = y + z.

Definitia 4.3. Fie H un spatiu Hilbert; o submultime B = {e;};es se
numeste baza ortonormala in H daca :

i. < &4,&; >=d;; (simbolul lui Kronecker), Vi,5 € J;
ii. subspatiul vectorial generat de B este dens in H.

Definitia 4.4. Spatiul Hilbert H se numeste separabil dacd admite baze
ortonormale cel mult numérabile.

In continuare vom considera numai spatii Hilbert separabile.

Definitia 4.5. Fie H un spatiu Hilbert (separabil), fie B = {e,}nen 0
bazd ortonormald (fixatd ) si fie z € H un vector fixat; coeficientii Fourier
ai lui z (in baza B) sunt T, =< z,6, >,Vn € N, iar seria ) .y Znén s€
numeste seria Fourier asociatd lui z. Aplicatia

H >z (Tp)n € £2(N)

se numeste transformarea Fourier (pe spagiul H).



4.1. NOTIUNI TEORETICE

1x)

Proprietitile seriei Fourier
i. Pentru orice x € H, seria Fourier asociatd , ) . Tr€n, converge la z
ii. || z ||?= Y ,en |Zn]? (identitatea lui Parseval);
iii. transformarea Fourier este un izomorfism (izometric) de spatii Hilberr.

Serii trigonometrice
Un caz particular remarcabil de serie Fourier este seria trigonometrics .
Considerdm spatiul Hilbert al functiilor periodice (de perioads 27) de patrat
integrabil:

L2[0,2n] = {f : [0, 2n] > C | f mésurabily si /27r |F(1)|%dt < o0}
0

Produsul scalar este

2

1
<fg>=o- A f(®)g(®)dt,

iar norma | f lla= 1/ 5 J27 |£()2dt.
Pentru orice n € Z, fie w,(t) = ™. Un rezultat clasic de analizi afirmi ci
multimea (sistemul trigonometric) B = {wy, | n € Z} este bazd ortonormald
in L?[0,2n]. Pentru orice functie f € L2[0,27] , coeficientii Fourier ( in
raport cu baza fixatd mai sus), sunt

2w

fo =< fowp >= 1 Ft)e~™tdt, n € Z,
27 0

iar seria Fourier (sau seria trigonometricd ) asociatd functiei / este E Frnon;

nez
n

sumele partiale ale seriei, P, = Z frws, se numesc polinoame trigono-
k=—mn
metrice si lim P, = f in spajiul L?[0, 27, sau, echivalent:
n—00

im || Pp—f ll2=0.
n—00
Identitatea lui Parseval devine in acest caz:

27 —~ .
L 1o =) £ 1B= 2 1P

2
7 nez

Folosind egalitatea e — cosnt + isinnt, ¥Vt € R, seria Fourier asociatd
functiei f se poate scrie sub forma:

oC
ag L i
) + nzqu(an cos nt + by sinnt),
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unde coeficientii trigonometrici (clasici) a, si b, sunt:

1 2
Ay, = — f(t)cosntdt, Yn > 0,
T Jo
1 27
by, = - f(t)sinntdt, Vn > 1.
0

Legétura dintre coeficientii f,a, gi b, este:

fO_Zsfn_ 9 5f-'n_ 2

Lema lui Riemann afirmi cd daci functia f este integrabila , atunci:

, Vn=1,2,..

lim a, = lim b, =0.
n—o00 =00

In legdturd cu convergenta punctuald a seriei Fourier, are loc urmatorul
rezultat clasic:

Teorema 4.3. (Teorema lui Dirichlet) Dacd f : R — R este o functie
periodicd de pertoadd 2w, masurabild , mdrginitd , avand cel mult un numar
finit de discontinuitdti de speta intdi g1 avand derivate laterale in orice punct,
atunct seria Fourier asociatd functiet f converge in fiecare punct x € R la

Sz +0) + (- 0))

In particular, dacd functia f este continud ( si verificd celelalte ipoteze din
teorema lui Dirichlet), atunci are loc descompunerea:

J(t) = % + Z(an cos nt + by, sinnt).

n=1
Conditii suficiente pentru convergenta uniforma a seriei Fourier sunt date

in teorema urmatoare:

Teorema 4.4. (Convergenta uniformd a seriet Fourier) Dacd | :
R — C este o functie continud , de clasd C' pe portiuni si periodicd de
perioada 27, atunci seria sa Fourier este absolut §i uniform convergentd ,
lar suma este f.
T v QQ_ . _L 27r < Ll - . X
Numérul % = 5- ;" f(z)dz este media semnalului f, primul termen
a1 CcosT + by sinx

este oscilatia principald ( in jurul valorii medii), iar termenul

an cosnt + b, sinnt, n > 2
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este a1monica de ordinul n a functiei f. Perioada armonicei de ordinul n
este 2Z, iar amplitudinea A, = +/]a,|2 + [b,|2; conform lemei lui Riemann
rezulta lim A, = 0.
n—oe
In cazul in care functia f are pericada T = 2¢, (¢ > 0), atunci toate
rezultatele de mai sus sunt iIn continuare adevarate, cu adaptérile core-

spunzatoare; baza ortonormala este

T

{en|n€ Z}, cuep(z) =¢* ¢,

iar coeficientii Fourier sunt:

-~ 1 2t s MTL
fn= —/ flz)e™* "¢ dz,Vn e Z,
2% J,

1 2¢

an =3 i f(m)cos?da:, Vn=01,2,..,

1 [2¢

by = = f(w)sinﬁzm—,Vn:—-l,&...
£ Jo ¢

Teorema lui Dirichlet se scrie:

1 _ ap = nnT . Nwx .
E(f(z+0)+f(x_ — 2 +Z(ancos_—+b SIHT) =

n=1

m -~ .
> fne T, VT ER,

n=-—oo

Identitatea lui Parseval devine In acest caz:
2 oy 1 % 2
S (ool ) = 3 [ WP

Evident, toate rezultatele de mai sus rémén adevirate dacd nlocuim inter-
valul [0, 2¢] cu orice alt interval de lungime 2¢, de exemplu, [—£, £].

Serii de sinusuri gi cosinusuri

Fie f : [0,£] — R, o functie integrabila si fie f: R — R, periodici de
perloada, 2¢, definita prin:

r _ f(x) y T € [OJ}
f(”“‘)"{ fl—z) , z€(~£0)

Daci functia f satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci, dezvoltand
f in serie Fourier, rezulta :

%(f(x+0)+f(x—0))— +Zancos V:z:E(O ?),
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(o ] o0
ag a
( = — g I — "0,
f(0+0) 5 +n=1an, f{£—-0) =5 —l—n=1 —1)"a

coeficientii a,, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.
Formula de mai sus se numeste dezvoltarea in serie de cosinusuri a lui f.
Analog, dacd functia (impara ):

satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f este:

1 . .=, . T
§(f($‘i'0) + f(z —0)) =;bn5m7, Vz € (0,9),

coeficientii b, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.

4.2 Probleme rezolvate
S&a se dezvolte in serii Fourier functiile:
1. f(z) =z, pe {—m,7)

Solugie. Intrucét functia f e impard avem:

ap = 0, k> 0,

. 2 (T, 2(— 1)"'*’1
iar by = fo zsinkxdr = ,k > 0 (am integrat prin partj,
tinand cont ¢4 sinkr = 0 si cos Im = (=1)¥)

. — (-1
Prin urmare,Vz € Ravem z =2 ) ~———sinkzx

. Z %
Pentru zx = F seobtine T =1-2+1 -1+, 0

2. f(z) =n*—2?, pe (~m,~)

Solutie. Deoarece functia e pard by = 0,5k > 0

2 [T 472
ag = — ‘\7.’2 — .’132)d.’13 =
0

a

T2 2 4(-1)*
o = — (r — z°) cos kzdr = ——4—o
™ Jo
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(am integrat prin parti)

(—1)*
k2

Sunt indeplinite condl“gnle Teoreme1 4.3, deci dezvoltarea e valabild

pentru z € [—m, ]

coskz

Atunci 72 — 22 = + 42

o0
1
Pentru z = 7 se obtine ZF =T O
_ | az, dacdz e (—m0)
f=) = { bz, dackz € {0,7)

Solutie. ag =% [7_ f(z)dz =%(b—a)

an =1 [T f(z)cosnzdr =1 ( ffw ax cosnzdz + [y bz cos n:cdx)

bn=1 [T f(z)sinnzdr =1 (f_(_]w azsinnzdz + 1 [ azsin m:da;)
Calculand prin parti urméatoarele doud integrale obtinem
[ zcosnzdz = rzsinnz + Hcosnz + ¢
f:vsinna:da: = —%:ccosn:c + ;17 sinnx + ¢a
unde cj, ¢co sunt constante de integrare.
Avem
0 1 K 1 k
f bcos ktd = {1~ (-1) ],/O tcos ktdt =~ {1~ (~1)"

-7

r0 _1\k T 1\
/ tsinktdt = _W( 2 7/ tsin ktdt = —-7'!'( D
_x 0

k k
_a—b 1-(=1)F (=1)F1
ax = — % b = (e + b) P
Se observd c& avem
2(a —b) 1

Aan—-1 = T : (2n_1)21a2n_0)n—172:3)"
Seria Fourier a functiei f(t) este

a— 2(ac - b) cos(2n — 1)t > n—1Sinnt
f) =27 Z e EakdCh b>n2=jl<—1> —

Observatia 4.1. Din aceastd dezvoltare putem calcula suma seriei
o}

numerice E (—2—1—)5 care este convergentd . Intr-adevar, functia
n [—
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f(t) este continud in punctul t = 0 si, ¢f. Teoremei 4.3, suma seriei

Fourier in punctul t =0 este egala cu f(0). Avem astfel
oo 2
1

_ - 2\0" _.___-_—7r_
0= f(0)= 4 7; v 1\2,de unde ;(Zn— 7 = 3
|
4.
0 te[-n-5U[5]
&) =14 t+3% te[-%,0]
—t+%, te|0,%]

Solutie. Functia f este pard , deci b, =0,¥n > 1

9 ¥is T 1 2 =
2 Q0= 20 it =2 [ (-t Bave foa] =2 (-5 + 50) ff =
-0 7 1  1-coskl
a = 2 [ S (=t + %) cosktdt + [T 0cos ktdt| = 2. =55
2
-  ov=1—cos n%
Seria Fourier a functiei date este f{t) = §+2 —y— cosmt O
n=1

(@3]

f(il'}) = ea:z:,a 7& 0: pe (_ﬂ'aﬂ')

Solutie. ag = = [" e®dz = Zshar

an =z [T € cosnzdy = (—1)"L. E?+_ sham(am integrat prin parti)

b = = [T e sinnzdr = (-1)""1L. Egz_r—nz - sham(am integrat prin
pérti)

00
. ar _ 2 1 (=)
Atunci e?® = e sham % + Zm

n=1

- {(acosnz — nsin n:z;)] O

Solutie. f este pard , decib, =0,Vn>1
a=2["zdz=r7

an = 2 [ zcosnzdz = 2;[(~1)" — 1)(am integrat prin pirti)

o cos‘?n—l
Dect ] = § - £ 020

)

7. f(z) =|sinzj, pe (-7, 7]
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Solutie. f este pard , deci b, =0,Vn > 1

Avem g9 = % fow sin zdr = %

2 (7 1 [m

anz—/ sinxcosnwdx=—/ sin(n + 1)z + sin(1 — n)z}dz =
T Jo T Jo

1 (—1)n+1+(—1)'n-1—1 _2(-1)r+1 4 1

1| n+1 n—1 T 1-n2  7l—4n?

pentru n = par

(o o]
Ccos 2nx
Atunci lsinz] =2 + 4y =
! == ”;1—4712

f(z) = cosz, dacd —m<z < -—p,p<z<T
"] cose, dack —p <z <@

Solutie. f este pard , deci b, =0,Vn > 1

7
/ f(z) cosnzdr = — f cos p cos nxdr+
0

2 2cospsinn
+ ;‘/ cos T cosnzdr = Ll Atk
7]

T n
2 [sin(n+1)p sin(n-1)p]|

—E[ 2n+1)  2(n-1) }_

1 [51n(n+1)go sin(n — 1)p]
7| nn+1) nin—1) |

Expresia e nedeterminatd pentrun=0gin = 1.

_ 2 [¥ 2 [T Fn — 2 o
Avem ag = = fo cos pdz + ;f(p cos zdx = 2[pcosp — sin ]

™

2 (¥ 2 ™
al——/ cosgo-cos:cda:—'r—/ cos“ zdr =
0 T

P
2 1 1, 1 . ]
= —lsinp-cosg+ =(m— ) — =sin2¢| = =[r — ¢ +siny - cos ¢
" 2 4 7

1
flz) = —(9000390 — sinp) + ;(ﬂ' — ¢ + sing - cos @) COS T+

cosnx

% i [ n(n+1)¢ sin(n -~ 1)g0]

(n+1) n(n—1) |

0
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5S4 se dezvolte in serie de sinusuri functia f(z) = % definitd in inter-
valul (0,1).

Solutie. Prelungim functia f impar fatd de origine

1, dacdl<z<!
f(z)=< 0, dacdz=0
-1, daca -l<z <0

Calculam coeficientii Fourier ai acestei functii periodice impare definite
pe intervalul (-1,1):

an = 0.vn >0
2 [t . nrz 2 1—(-1)" i1, dacin=2k+1
fd —— - et —— d +1,
bn ] /0 Lsin ! dz T n { 0 dacd n = 2k
4 T
Atunci f(z) = Z Fn 1sm 1) O

. S& se dezvolte in serie de cosinusuri functia

sinz +cosz, daci0<z< 7
=) =1 . D Gk T oo o
smz —~cosz, dacd 5 <z <7

Solutie. Observam cé

fi(z) =sinz + cosz = v/2sin (:B + g)

f2($) =s8inz —-cosx = \/Esin (q; — E)

4
. . _ -
Deci fi(z) = fo (z+ §)
De aceea dezvoltarea in serie de cosinusuri a functiei f coincide cu
dezvoltarea in serie de cosinusuri a functiei f; definitd pe intervalul

0,%)
Prelungim functia f1 par fatd de origine si obtinem coeficientii Fourier:
b, =0,Yn >1

ag 2‘/—f0 sin(z + J)dz = 2

v
an = %— fo"’ sin(z + J) cos 2nzdz = f—r(—}l_%l -

%1—}177.2’ dacid n = 2k
dacan =2k +1

=

4
Atunci f(z) = szlwslg; a
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11.

12.

00
{w]

S& se dezvolte functia f(z) = cosaz dupi sinusuri in intervalul [0, .

a # 0.

Solutie. Se prelungegte prin imparitate in intervalul (-, 0).

Avem b, = 2 [ cosazsinnadz = L [T[sin(a + n)z + sin(n — a)z]dz
Pentru |a| = n = b, = 0.Pentru |a| #n =>b, = L. ez

{1 = (=1)"cos an]

Daca |a| nu e natural, atunci bg;_1 = %51—2—(1 + cos ar) si

boy, = 7r(lﬂc%k_aj(l —cosam), k € IN astfel ca

> 2%k —1

=2 in(2k — 1
COS azx (1 + cos aw);(% “1 a2 sin(2k — 1)z+
2k
+;2T‘(]. — COS G/Tl’) m sin 2kx
k=1
Daca a = 2m, atunci b% 1= w[(zlf(—21k)2)4 mz],bzk =0 si
cos Zmzx = 42(%_ 172 2sin(2k—1)m,1‘ € [0, 7]
Dacd a = 2m — 1, atunci bgg_1 = 0,b9p = 7[4,62_?57”_1)2} si
> k
_ 8 oL, [
cos(2m — 1)z = ;;41@ By — sin2kz, z € [0, ) O

S3 se dezvolte In serie Fourier f(z) = 10 — z in (5, 15)

Solutie. ag = £ 515(10 z)dz =0

1 15 nTT 1 . nwx
ap = 5/5 (10 — z) cos —l—r—d:r = mr(lo_x)sm-_S_/éE)_‘_
1 15
+ — sin 2% dg = 0
nw Js 5
15 1 nreT
b, = % i (10 — z)sin E;?dat = —E(lo—w)co 15 _
1 18 10
- cos 2% 4 = (-1)*—
nr Js 5 T
nrT
Atunci f(z) = IOZ( 1)t= sin——— =

n>1
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13. Si se demonstreze formula:

T—x sinnz
> =y —, vz € (0,2).

n>1

Solutie. Fie f(z) = 55%, z € [0, 2n), prelungitd prin periodicitate la
R; calculam coeficientii Fourier:

. l/zﬂw—wdz 1 " z2
—_ - = — | T — —
0 ™ Jo 2 27l' 2

1 (2" g—g
ap = — cosnz dzr =
7("'0 2

27
=0.

0

. 2 2
™ —x)sinne 1 :
_ ( ) — / sinnzdr =0,vn > 1.
2nm o 2nm Jo
1 (2" -2 )
bn=—/ : sinnxdr =
¥is ¢ 2
2% 2nw
—(m — z)cosnz 1 1
_ ( ) _ cosnrdr = —,Yn > 1.
2nm o 2n7m Jg n

Aplicand teorema lui Dirichlet, rezulta :

T—2z sinnx
5 =) —, ¥z € (0,2m).
n>1

In punctele z = 0 gi z = 27 functia f nu este continua ; in aceste
puncte seria trigonometricd asociatd ei are suma 0. O

14. S3 se demonstreze egalitatea:

sin2nx w I
Z 27’), —Z———2-,‘v’:1:€(0,7r)
n>1

Solutie. Din formula:

Tz _ ) Smnm, vz € (0,2m),

2
n>1

demonstrata in exercitiul precedent, inlocuind pe z cu 2z, rezulta iden-
titatea:

T — 2T sin 2nx
=2

, Vo € (0,7).

n>1

Impartind acum cu 2, rezultd egalitatea cerutd . G
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15. S se demonstreze identitatile:

Z sin(2n — 1)z — %’ Vz € (0,7)

= 2n —1
] 2: -
Z sin(2n — 1)z _ _E, Vz € (—7,0).
2n -1 4
n>1

Sa se calculeze apoi suma seriei:

1
1-=+ L

1 )
+

1
5 7 11 13

Solutie. Pentru prima identitate se scad membru cu membru cele doud
egalitdti demonstrate in exercitiile precedente; a doua identitate rezulta
din prima gi din imparitatea functiei sinus. Pentru a calcula suma se-
riei numerice date, se ia z = § In prima egalitate i obtinem:

. (2n—-1}7
oy
2n—1
n>1
x.1_1,1_ 1.1 _ _ /3
de unde rezulta : 1 st s -t =6 O

16. ( Fenomenul Gibbs) In jurul unui punct de discontinuitate al unei
functii date, seria Fourier asociati ei converge doar punctual (nu neaparat
uniform). Acest fapt conduce la un defect de convergentd (aparent
paradox) al sirului sumelor partiale asociat seriei trigonometrice date,
numit fenomenul Gibbs. Ddm In continuare un exemplu in acest sens.
Considerdm restrictia funciiei signum la intervalul (—=,7),

-1 , z€(-m0)
sgn: (—m,7) — R, sgn(z) = 0, z=0
1, ze€(0,m)

In exercifiul anterior s-a demonstrat egalitatea:

4 «— sin(2n — D)z
sgn(z) = - 7; 2n—1

,Vz € (—m, 7).

Notdm cu S, sirul sumelor partiale:

4 C~sin(2k — 1)z
S”(x)‘%kz_:l 2k — 1

Vo € {—mm).



92

CAPITOLUL 4. SERII FOURIER

In punctul z = 0 functia sgn nu este continué ; seria sa Fourier con-
verge (conform teoremei lui Dirichlet) la 2 (-1 + 1) = 0 = sgn(0);
convergenta nlingo Sn(z) = sgn(z), Vo € (—m, ) este punctuald , nu si
uniforma .

a. Sa se demonstreze egalitatea:

2 sin 2nt
Sn(z) = ;./o e dt, Ve (—mm).

b. 53 se arate cd functia S, are un maxim in punctul z = 4 si:

lim S, / wdtw 1,1789.

n—00
c. Sa se calculeze

lim
n—00

v
Sh, (%) - sgn(0+)l :
Solutie. a. Calculam maj Intai suma
A =cosz+cosdz+..+cos(2n— 1)z, Ve #km, k€ Z.

Pentru aceasta, considerm si suma B = sin z+sin 3z+...+sin(2n—1)z
si calculam:

A+iB=
= (cos z+isinz)+(cos 3z+isin 3z)+...4+(cos(2n—1)z+isin(2n—1)z) =
2Z -1
B

unde am notat z = cosz + ¢sinz. Dup4 calcule, rezulta :

: sinnz
A+iB = = (cos nz + isinnz),
sinz
si deci:
sin 2n:c
cosz + cos 3T + ... + cos(2n — 1)z = Vzstkn keZ.

Integrénd de la 0 la z, rezultés :
i sin(2k — 1)z /‘m sin 2nt 5
L 2% -1 — Jy 2sint

sau, inmultind cu %:
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17.

b. Din cele demonstrate la punctul precedent rezultd cid

S’ (z) = 2sin2nzx

Tsinx

si deci 4 este punct critic al lui Sy; intr-o vecindtate a lui - avem:

2sin2n
Sz)=2T0 50 < 1,
TSInT 2n
281 2 1
S (z) = _M.<0,m>f_.
Tsing 2n

Rezultd cd z =
Calculdam acum:

/T 2 (2= sin 2nt 2 [T sinu du 1 /™ sinu
S (L) 2 [Feninty, 27 shu du 17 snu
2n 7 Jy sint TJo sin()2n  nJy sin(g)

on
2 [T si
lim S, (_Tr_) =_/ sinw
n—oco 2n TJog U

Ultima integrad se aproximeaza dezvoltdnd functia sinus in serie de
puteri:

~ este punct de maxim al functiei S,.

l\3| 3

Tsinu " (=)™ a9 B
/0 " d“"/o ;(Qn—l)!x du =

Z on—1|" (—1)np2n-t
— :Z': = .
(2n—1 ?n—l) o = En-Dl2n-1)

n>1

Seria fiind alternatd , eroarea este mai micé decét primul termen negli-
jat. Cu o eroare mai mics decit 1073, se obtine

Bim S, (57:—7) ~ 1,1789.

c. Rezulta @ lim
n—oc

S, (2171) _ sgn(0+)| ~ 0, 1789. 0O

S4 se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = 5757 _'_VOS -pe R

Solutie. f e pard , deci by =0,k >0
2 [ dz 2
aoz-— =
w/o 2+cosz /3

(s-a fiicut schimbarea de variabild tg § = t)
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oo
Fie f(z) = 3 + Zan cosnz (1)

n=1

Inmult{im ambii membri ai egalitatii (1) cu 2(2 + cosz) si obtinem:

oQ [o.}
2 = 2ag +a0cosa:+42ancosm:+ ZZancosxcosn:z:=>

n=1 n=1

= 2= 2ao+a0cosz+42ancosnx+

n=1

[0,9]
+- Z anicos(n + 1)z + cos(n — 1)z]

n=1

Functia g(z) = 2 poate fi consideratd ca o functie paré , deci dezvolta-
bild in serie Fourier de cosinusuri pe toatd axa reald . Tindnd seama
de egalitatea a doua serii Fourier obtinem:

2 =209+ a1

0=ag+4a; + as
0=4ak +ak+1 + Qp—1
(k=1,2,...)

Sirul ay este un gir ce verificd relatia de recurents lineara

ap = —4ag—1 — a2

2 23 .. _ 6-4v3
cuao——:—ﬁ—T‘/_glal—2—2ao——§£

Ecuatia caracteristici atasatd este 72 4 4r + 1 = 0 cu solutiile
r1=-24+3,r9=-2-+3

Atunci a; = c1(—=2 — V3)F + c2(—2 + V3)¥, constantele ¢;, co deter-
mindndu-se din ag si a1. Deci obtinem sistemul:

2v/3

Cl+C2=—3—

_4\/'

e1(—=2 = V3) + co(—2+v3) = T

Asadar, c; =0sgice =

ar va fi de forma a; =

¥3(v3-2)*

Deci f(z) = \/T— —3—‘/_ Z(\/— 2)" cosnz O

8 “lﬂ “’l&
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18. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = In(2 + cos z)

Solutie. Prin derivare obfinem

sin x
2+ cosz

flz)=-

Cum f’/ este o functie impard , ea este dezvoltabili in serie Fourier de
sinusuri, adicd

sau

o0 o0
1 .
—sinz = Z 2by, sinnz + 3 Z bplsin(n + 1)z + sin(n — 1)z]

n=1 n=1

Tinand seama de egalitatea a doud serii Fourier obtinem

1
—1=2b; + §b2
1 1
0 =20, + —bk—l + §bk+1(*)
z 2 v .
Dar bl = —-2 07r ZS:}I-I(I:OS:I:dx = -2 fO mdt(am facut schim-

barea t = tg 2)

Descompunem in fractii simple si obginem:

, _ 16 §/°° dt +§/°° / -
YT 4y 24374y 14827 2 (1+t2 -

Atunci by = —2 — 4b; = 2(7 — 4V/3)

Ecuatia caracteristicd a sirului (*) este:
2 4+4+1=0

cu ridicinile t; = —2 — V3,82 = -2+ /3

Deci |
by = c1{—2 ~ ﬁ)k—l + o =2 + \/g)w—l

¢1 §i co determindndu-se din sistemul

20vV3-2)=c1+c



96

19.

20.

CAPITOLUL 4. SERII FOURIER

27— 4V3) = =21 + e2) = V3(e1 + c2)
Solutiile sistemului sunt ¢; = 0,¢cp = V3 —
Deci b, = 2(v/3 — 2)%

Atunci avem

Sinz ZQ(\/_ "sinnz

2+cos:v

Integrand intre 0 si = obtinem:

S2(/5- 2 havE -2y

—In3=
In(2 +cosz) —In3 ,;1 " 2 COS N
D iQ(‘/g' 2" ) (3-3)
ar 2 - =—In
') 9 _o\n
Atunci In(2 + cosz) = In3 — In(3 — v/3) — ZL\%A cosnz O

n=1
Sa se calculeze:

n .
sz
lim n? ———dz

Solutie. Facem schimbarea de variabila z = nt In integrala
. . . 1 .
b, =n? [ 8% dz §i obtinem b, = [y $Edt

Functia f(t) = —_*]_'t—g' e continud pe [0,1] si b, fiind coeficientul ei Fourier
si seria Fourier fiind convergenta , rezultd b, — 0, candn — o0 0O
Sa se dezvolte in serie Fourier functia

1—-ocosz
1-—2acosz + a?’

flz) = ¢l <lL,zeR,aeR

Solutie. Functia f e periodicd de pericads 2w ,derivabild pe IR, deci
este dezvoltabild in serie Fourier pe R.

Cum fepara =b,=0,Yn>1

_ 1 (27 __1-ocosz .
Avem a0 = 37 Jo 1—20 cos z+a2 dz

Cu schimbarea e'* = z, intervalul [0, 27 se transform In cercul

|z| = 1, deci

1 az? — 2z + a dz
dmi Sy 2?2 —z(1+0?) +a 2
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Functia F(z) = T o ,?szg‘) Ta] are in interiorul domeniului jz| = 1

punctele singulare z=04z=0a(a| < 1) ca poli simpli.

Deci ag = 75 f|z==1 z[az?fzz?fj_:% +a]d 2[Res(f,0)+Res(f, )], unde

22~ 22+«
az? —z(1+o?) +

Res(f,0) = [2=0 =1

az? -2z 4+« a?—1
Reslfro) ==y e =gy =1

Agadar ag =1

. 1 [ 1-acosz
Gn +1iby, = = 5{cosnz +isinnz)dz
TJo 1—2acosz+

Facemn schimbarea e = 2 si obtinem:
3

1 (z? — 2z + a)2z™!
ap + ib, = — dz =
" " 2mi loj=1 @22 + z(1 + &?) + 2= Resa,

_ 2" 1
unde Res, = (o2 ?:Tf) [2=a = "

Rezultd a, + ib, = o™, deci a, = a™ si b, = 0.

o0
Atunci f(z) = Zan cosnz,z € R O

n=0

21. Fie 0 < u < 1lg f: R — R 2n-periodici astfel incit Vz € [—n, 7],
f(z) = cos(uz).

a) Calculati coeficientii Fourier ai lui f;
b) Calculati g(u) = z_2_u-3

2 2
U T
n>1

c) V¢ € 0, 1], calculati I(¢ fo

Solutie. a) f este functie pard deci b, = 0,Vn > 1

an = 2 [ cos(nz) cos(uz)du = 1 [Tcos(n + u)z + cos(n — u)z]du =

1 (sin(n-i—u)ﬂ- _ sin(u—n)-;r) _ (=1ni? 2
- n+u =

5 + 81
T n—1u P g2 SILTU

Deoarece f e continud , de clasi C!, atunci seria sa Fourier converge

uniform pe IR si are suma f. Deci pentru z € {—x, 7],
n+1 2

51n(7ru) } : '
COSs ’LL:E = + :
( n? —y?
n>1

-sin mu - cos(nz)
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] - v . 1. _ Sin Y l.
b) Inlocuim z cu « in fqrmula §i obtinem cos(mu) = #2I — =
2u , sinmu g(u)sinmu ,

E s ' Sinmu = + / i sinTu = ctgmu =

né—u ™ T
n>1
— 1 . 9 — . _1
==+ o= =>g(u) =7 -ctgnu— 2

c) g e continud pe (0,1) si se prelungeste prin continuitate in 0 prin
9(0) =0

t 1
Daci « € (0,t) putem scrie fo u)du = lim (7r -ctgmu — —) du =
u

a— o

— hm [ln(sin ﬂ-u) — lnu]/t — hm ln (Slr-;ﬂ—t> . ln (Slnajra> _
=In (smtwt) Inm=1In (sm’rt) — fO u)du = In (Si:-;"t) 0

Fie f si F doud functii de pétrat integrabile definite pe [—m, 7] si

o0
flz) = 0—20 + Z(an cos nz + by, sin nx)

n=1
Ay & ,
F(z) = - + Z(An cosnz + By sinnz)
- n=1

seriile Fourier atagate lor. S4 se arate ci

1 /7 apA >
| f@F(@)ds= °2°+;(anAn+ann)

Solutie. Seriile Fourier atasate functiilor f + F' si f — F' sunt

Q0

fz)+ F(z) = 20 + Ao + Z[ )cosnz + (by, + Bp) sinna)
=1

f(z) = F(z) = 40 —2A0 + Z[(an — Ap) cosnz + (b, — By) sinnz]
n=]

Deoarece f gi F' sunt functii de péatrat integrabile, atunci si f + F si
f — F sunt functii de patrat integrabile.

Egalitatea lui Parseval ne conduce la:

(o0}
L™ [f(z) + F(z)2de = 20220 4 N (g, + Ay)2 + (by + Bn)?)
n=1

li

2 f— (z)] Pdz = (o Ao\2 + [ n) + (bn — B'n)z]

HMS

Scazand cele doud egalitati obgnem.
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4
£ Ho)F o = 4] %22 £ S (0o + buB) | =
e 2 =
1 /7 apA >
==/ f(@)F(z)dz = 02 0 4 nz_:l(a.nAn + by By)
d
23. S& se demonstreze egalitatea:
2n—1 1)k+1 -
secz = 2In(1+v2)+8Y " |In(1 +v2) + 2 Z —sin(2k + 1)
n=1

.cosdnx , pentru z € [ T %]

Solutie. Functia f(x) = secz verificd pe intervalul [—%, %] conditiile
Teoremei 4.3. Deoarece f este pard avem:

s =2 [# secadr =& [} ﬁit dt=8In(1+vVi+3)/}=

__ 8

Pentru calculul lui a, folosim identitatea

4 . cos(dn—1)z
SO8ART — 2cos(4n — 1)z — 2cos(4n — )z + ===

De unde integrénd obtinem

16 [ L-sin(dn — 1)T — L3 sin(dn - 3)%] + Gn-1

On = T T | dn—

De aici deducem

ap — ap—y = 8 [ﬁ sin(4k — 1)% — 1 sin(4k — 3)%]

Insuméand obi;inem

2n-1 ]"_1,,1 7T

Agadar, dezvoltarea in serie Fourier pe intervalul [—’T, %] a functiei f

este

|

2n— 1 1)k+1

4 8
secz = > In 1-|—\/_ Z 1n1—.-\/— +ZZ 2k

-cosdnz O

Sm( k+ 1)

N

o

24. S3 se arate ci dacd f(z) este suma seriei Z -1)"—
n=2
verificd ecuatia diferentiald f”(z) + f(zr) = —sinz si sd se gaseascd
apoi suma.

sinnz
n2 -1’

atunci f
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o ¢]
Solutie. Fie f(z) = % + Z(an cosnz + by, sinnz), atunci

n=1

= §+ ) _l(nbn + (=1)"c) cosnz — nay, sinnz}, unde

n=1
e = L[f(m) = f(=m)] = lim [(~1)"*'nb,]

n—oo

2
In cazul nostru ¢ = lim (___n_) = -1
n—oo

oo
Obtinem f'(z) = —3 + cosz + Z(—l)”
Facénd un rationament analog ob{inem

x .
nSiNnne
1 —_ i . _1n
f'(@) = ~sinz =Y (-1)"—5—

n=2

si se verificad astfel relatia din ipoteza. .

Pentru calculul sumei observim c& solutia generald a ecuatiei este

= t 1 . TCOST
f(z) =c1cosx + cysinz + T35

Pentru a calcula ¢; facem z = 0 gi avem f(0) = ¢;, dar f(0) = 0, deci
Cc1 = 0

Derivand f si tindnd seama de dezvoltarea sa in serie obtinem

., COSTLEL
CycosT + F5F — “mz =—3 L cosz+ Z
n=2
- 1 1
— ; : — _1\n _ =
Facem z = 0 gi obtinem ¢ = Z( 1) 511
n=2
Deci f(z) = 82 4 zcosz O

Probleme propuse

. S5& se dezvolte in serii Fourier functiile:

f(z) = E, dacdO<z <
T -T2, dacdk —n <z <0

( x
g\:z:)=§,—7r<a:<7r

si s& se deducd dezvoltarea in serie trigonometricad a numarului Z.

(o=
. sinn
R: 5% = E
2 n

n=1
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4.

sin nz

N‘IH
M8

°°sm 2n — 1)z
) ( )z

2n—1

1 y L € (O, 7‘—)
n=1

S& se dezvolte In serii Fourier urmétoarele functii:

—t—m, dacdte —w,—%]
&) =X ¢ dacdt € |5, %]
—t+m, dacite [%,w]
_ _ gx—sinng
R: f(t) = ;Z — sinnt
n=1
. _ |1, dacdze(0,n)
flz) = { -1, dacid z € (m,2n7)
_ 4 sin(2n — 1)z
Z 2n —1
£(@) = |cos 7], € (—m, )

o0
. 5 4x—~(—1)"cos2nz
R. f(l?):;;—;z 4TL2—1

f(z) =sinoz,z € (—m,7),a nu e intreg

oC
"
2
R: f(z) = Sma“_;_ (2 251117&1'
a?—n
n=1

.f(.'r\= sinz

5+3cosx

sinnz
R: ) =3 -0

. S& se scrie egalitatea lui Parseval pentru functia f(z) = e* pe (—n

n+l

 cthr = 1 +
R: cthr = 4w§: T T 1T

101

-
=
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. S& se dezvolte functia f(z) = 1 — |z| definitd ii intervalul (0,1):

a)in serie de cosinusuri;

b)in serie de sinusuri.

R fe) = b+ 4300 L

Sa se dezvolte 1n serie de cosinusuri functia f(z) = % — Fsinz
z € [0, 7).

Cos Zn:z:
R: /(@) = Zéln2 -1 0.}

S& se determine seria Fourier asociatd functiei periodice de perioads 4
b p

_ [ 142z, dacdzre (-2,2)
f(a:)—{ -3, dacd z =2

S4 se giseascd apoi suma S( ),z € R.

R: f(z 14-82 sinmzw

Cum S(z) = z+0)+ﬂ$ 0)$€]R——_—>S()—1-r2$7€( —2,2),
S2) =1



Capitolul 5

Limite si continuitate pentru
functii de mai multe variabile

5.1 Notiuni teoretice

Definitia 5.1. Fie f: A > R, A C R?sifie (%0, yo) un punct de acumulare

pentru multimea A. In acest caz [ = ( lirgl \ f(z.y) daca si numai dacs
:E:y)_') \TC:¥0,

Ve > 0,30, > 0 astfel incat |z — zo| < ¢ §i [y —yo] < 8 = |f(z,y) —I| < ¢

Pentru functia de doua variabile f(z,y) se pot considera limitele iter-

ate : lim lim f(z,y) si lim lim f(z,y), care, dacid existd , nu sunt
T— Toy— Yo Yy— YoT— To

intotdeauna egale. Daca existd limita globald | = - _lﬁiné0 y f(z,y) si dacd
existd limitele 1vl_l)n_}so f(z,v) st yl_l)r% f(z,y), atunci e)}cisté limitele iterate si
sunt egale cu limita globala [. Dai:é limitele iterate nu sunt egale, limita
globald nu existd . Se poate Intdmpla ca limitele iterate s fie egale, fars ca
limita globald sa existe.

Rezultatele de mai sus pot fi enuntate similar pentru functii de p vari-
abile.

Definitia 5.2. Fie f: A — R, A C IR? o functie de dous variabile. Dac}
functia f(x,yo) este continud in punctul zg,(zg,v0) € A, atunci f este con-
tinud partial In raport cu variabila z. Dacs functia f(zo,y) este continug in
punctul yg, atunci f este continud partial in raport cu variabila y.

Continuitatea functiei f implicd continuitatea partial8 in raport cu fiecare
variabild . Reciproca nu este adevérata .

Definitia 5.3. Functia f este uniform continud pe A, dacd
Ve > 035 > O astfel incét V(z1,91); (z2,y2) € A, |71 — 22| < 4,
ly1 — 9ol < 8 = | F(z1,11) — flz2,92)i < ¢

Orice functie uniform continud pe A este continud pe A. O functie
continud pe o multime méirginitd si inchisd (compactd ) A este uniform

continui pe A.

103
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5.2 Probleme rezolvate

1. Folosind definitia, sa se demonstreze ca :

-1 2 2
a) lm Y- —3b) lm Y
(@y)— (3,00) ¥+ 1 (@)= (0,0)]z] + Y|

Solutie. a) Fiind dat ¢ > 0 oarecare, trebuie sa determiném un 6 >0
< E.

astfel incat |z — 3! < 6. si y > 6! s& implice |Z

y+1

Avem |Z

l _3_2‘:+l

S
J+1lfly 1l<‘5€+ + <

|
<6E+62+46€<665,cu0<(5 <1

Deci dacd impunem 64; < ¢,adicd 0 < é; < §, definitia e verificata .

b) Se scrie 22 + 7% = (|z] + lyl) — 2|z||y|, astfel c& , presupunénd

. . . 2jz(j2 -
2] < e, ly| < d¢ se obtine ﬁ |zl + |yl - |1,l|_|l_lii,l| <zl + lyl < 26,

Daca se impune 2J. < ¢ rezultd cg existd d, 0 < §; < £ astfel incét
|z} < é, ly| < I s8 implice | f(z,y)| < €, ceea ce aratd cd definitia este
verificata . [

2. S& se arate, folosind definitia, c& urmatoarele functii nu au limita in
origine:

8) f(,9) = 572y, (2,9) # (0,0): b) f(z,y) = L32,% — 22 #0

Solutie. a) Vom folosi definitia cu giruri, pundnd in evidentd siruri de
puncte, convergente catre (0, 0), situate pe drepte oarecare ce trec prin
origine. Ecuatia unei astfel de drepte este y = mz. Daci functia ar
admite limitd In origine, ar trebui ca

2z(mz) 2m,
li = i =
(z, y)1—>m(0 O;f(aC v) = z— C%,I;l—mz 22+ 22m? 1+ m?

Acest fapt arata insd ci functia nu are limita , pentru ca daca ar avea
limitd , aceasta nu ar trebui sa depind& de sirul folosit (in cazul de
fatd nu ar trebui s& depindéd de m, panta dreptei folosite).

2.2
. m 2

b) lim f(z,y)= lim _%i-_w_ = -1

(z,y)— (0,0) z— 0y=mam?2z? — 2z
De aici nu putem trage concluzia ca limita existd , deoarece daca facem
ca (z,y) — (0,0) pe parabola ce trece prin origine , y* = pz,
peR\ {2}, rezultd ci :
PT + 2T _pt 2
z— 0,y?=pzPT — 2T pP—2

Prin urmare, pentru siruri diferite obtinem limite diferite, deci functia
nu are limitd in origine. O
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3. S& se cerceteze limitele iterate si limita globald in origine pentru urm3toarele

functii:
a) f(z,y) = TEEI 4y £0,b) flz,y) =z sind,y £0;
. : 29,2
c) flz,y) = (a:-}-y)sm%sm%,x #0,y #0;d) f(=z,y) = m
Solutie. Limitele iterate sunt:
2
a) lim hmf(:z; y) = lim 25E _
z— Oy— O z— 0
-y +yt

yh_)rnozll_{n flz,y) = hm0 o 1

gi, deoarece acestea sunt diferite, tragem concluzia cd limita globald
nu existd . Intr-adevar, avem
z—mz+z>+miz? 1-m
lim flz,y) = 11 = —
z— 0,y=mzx — 0 T -+ mx 1+m

ceea ce ne aratd cd limita globald nu exista .

1
b) lim lim f (z,y) =0, iar lim lim f (z,y) nu existd , deoarece lim_sin —
y— 0z— O T— 0y—-> y— 0 ’y

nu exista .

Totusi limita globald exista si este egald cu 0.Verificim cu ajutorul
definitiei. Deoarece |sin%i < 1, rezultd cd pentru |z| < 6, |y| < &
avem |f(z,y) — 0] = |:2:|[sin%| < jz| < é¢ Ludnd 6, < e, definitia e
verificatd .

. . . [ 3 . . . . 1
c) Limitele iterate nu existd , deoarece lim sin — §i lim sin — nu ex-
z— 0 i y— 0

istd Limita globala existd gi este egala cu 0. Pentru a vedea aceasta
observim ci |sin £ sin 2| < 1, deci
1.1

lim z,y)= lim (z+y)sin—sin— =0

(zy)— (O,O)f( v) (z,y)—~ (0,0)( ) z
Lo 0

d) ;LmOS}LmO f(z,y) = 11m0F =0
lim lim f( )—hmg—O
y—l—) O’T'L x y Oy

lim z,y)= lim flz,y)=
(z’y)l o o)f( . Y) - O,yzma:j( y)
C m2zd B m2
Tz O'y—m:cm2.L‘ + (1 )4334 T m?2 - (1 - m)4
Deci limita nu existd deoarece depinde de m. O

4. S& se calculeze limitele:
sinzy z+y

) C lim —w—
)wv)—+(00)\/93f9+1-1 ) (zy)— (02) T )(z;y) (00,20) % + 2
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Solutie. a)  lim add = lim —— =

(zy)— 00)vVzy+1—-1 uw-0/u+1-1

(\/u+1+1)
u—>0
sinz sin x1
b)  lm Yo im Y oy=2
(zy)— (0,2) X (z.y)— (0,2) ZY
+y z
c)Pentruz >0giy>0avem 0< s = i+ i < 5+ 5

1
si deoarece lim (1 + —) = 0, rezultad
(z.y)— (00,00) \ T Y
im -’;’_‘i'yi =0 t
(z,y)— (00,00) % + ¥ \

5. S& se arate ca functia

sin(z3+y%)
— ) TR (a;,y) #(0,0)

este continud In origine.

. _ _ sin(z® +¢°) «*+4°
Solutie. Scrie ) li '
B L i T I .
sin(z® +¢%)

Stim ca lim 3 5
(zy)— (0,0) Z°+Y

31,3 i b2 2
zo4y° | Iz+y|1w zy+y | 1
z24y? | T z +y < (J=i

+|y|) (1 + 'zy' ) < 26.%, deoarece 2|z||y| < 2% + y?

Pentru |z| < é, |y| < &, avem

Dac# ludm 0 < 6, < §, definitia este verificatd .

Deci  lim f (z,y) = 0 = f(0,0), rezultd functia e continuid in
z,y)—

origine. O

6. Si se arate ca functia

o2 +sin(z3 +y5)
f(x,y>={ WA, (3,9) # (0,0)

0, (z,3) = (0,0)

este continua partial In origine, dar nu este continua in acest punct.

Solutie. Functia ;

sin z- . 0
.’0\: Z 1’75
f(z,0) {Of 0

8111.’13

3

este continud in z = 0, deoarece nm f (z,0) = hm0
r—

= f(0,0)



5.2. PROBLEME REZOLVATE 107

Analog functia f(0,y) este continud in y = 0.

Dar functia f(z,y) nu este continud in origine, deoarece:

pz? + sin(z3 + p%xg) _

lim z,y) = lim =
(2y)— (0,0)f( v) - 0,2=pz z? + plz?
: D sin(a:3+p§:c%) x3+p§a;§ D
= lim . = O

1+ p? 23 L piys 2 4+pia? | 1+p?

z— 0,y%=pz

7. Sa se arate cd functia
2zy
— :z:'2+y'z’ (ﬂ:,y) # (070)
m)y -
Fz.v) { 0, (@y)=(0,0

este continud In raport cu fiecare variabild in parte, dar nu este con-
tinud in raport cu ansamblul variabilelor.

. o — 2ab ,

Solugie. Fixdm y = b. Atunci lim f(z,b) = ———= = f(a,b), deci
z— a a2 + b2
functia este continud in raport cu z.
2ab
Fix3m z = a. Atunci ?Jli_{nb fla,y) = pran i f(a,b), deci functia este
continud In raport cu y.
Studiem continuitatea in origine :
2zy ) 212m?2 m2

Bm  —— 1 =
(z ,y)1—>m(0 0z +9y2 a— (},Ig?=mza:2(1 +m?)  1+m?2

Limita depinzand de m,functia nu e continua in origine in raport cu
ansamblul variabilelor. O

8. Se considerd functiile f, g: R? — R definite prin f(z,y) = ;r_:‘é;,

glz,y) = mg—g pentru (z,y) # (0,0) si nule In origine. S& se arate ca

f este continud pe IR?, iar g este continud pe R?\ {(O, 0)}

Solutie. Functiile f si g sunt continue pe deschisul IR? \ {(o, 0)}, fiind
caturi de polinoame, deci compuneri de functii elementare. Raméne de
studiat continuitatea in origine. Deoarece 0 < |f(z,y)| = l:z;i;_,—’f—y; <

< |z|, rezultd ci ]1m0 f(z,y) = 0= £(0,0), deci f este continui

y)—

i In origine.
Pentru g nu mai functioneaza acelagi rationament.In acest caz, limita

lim( )Q(I: y) nu existd , deoarece depinde de directia de tindere,
(z,y)— (0,0

asa cum se observd punand y = mz sau altfel: alegem sirurile (z,,v7,) =
= (,21”11) (2 ;;,ayn) = (3,%) care tind cétre (0,0), dar pentru care

g( -nayn/ = 5)g($n1yn) = % nu tind catre 9(0, O) = 0. A§adar g nu
este continud in origine. O
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+ 9. S& se studieze continuitatea functiilor f,g: R? — IR definite prin :

_Jz, =xy=20
’ | cosy, daci z =1y

Solutie. Pe deschisul zy > 0 (adicd in cadranele deschise I gi II), avem
f(z,y) = z, deci f e continud ; analog pe deschisul zy < 0. Riméne
de studiat comportarea lui f in punctele de pe axe. S& fixdm punctul
A(a,0) cu a > 0. Alegem sirurile (o, 1) si (o, —2) care tind citre
A; seobservi ¢ f(a,d) =a — asi flo,-2) =21 — 0, dar
a # 0. Analog pentru (a,0) cu a < 0.Deci functia f nu este continud
in aceste puncte.

Ardtdm c& f nu e continud nici in punctele (0,5) cu § > 0 sau
B < 0. Pentru aceasta alegem sirurile (1, 8) si (-3, 5).
Dar f este continud in (0, 0), deoarece pentru orice sir
(Zn,Yn) — (0,0), rezultd z, — 0,y, — 0, deci f(zn,yn) — 0=
= f(0,0)
Pe deschisul { (z,7) € R?¥/z # y}, functia g este elementard , deci
continud ; apoi In punctele (@, @) avem
2sin %54 cos 3’%

lim g(z,y) = lim =
(z.9)— (a,0) (=9) (z.y)— () -y
) T+y . C
= lim cos = cosa = g{a@,a), deci g este continud pe
(z,y)— (o0) 2
R? .

S& se studieze continuitatea functiilor:

> 10.

ye z2 £ (0.0
f(l',y) — y2+e_;_2§ ) (x,y) 7 ( yU)
0, (x,y) = (050)

Solutie. Fie girurile (z/,,4)) = (\/lln;, %) si (T, Yn) = ( /_—Ilnn’ #)

1
Avem lim f(zy,yn) = 5, lim (2, y,) = 0, deci ol o f (@) nu
existd . Agadar, f e continud doar pe R?\ {(0,0)} 0

11.

. 3,2 ,
o) = | 3 (@) #(0,0)
0’ (:I’)y) = (0,0)
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12.

13.

3,,2
sin 3 3,2
Solutie. lim f(z,y) = lim Cate 'l ;By 5 = 0, deci
(z,y)— (0,0) (z.y)— (0,0) ?ai:%ﬁ z°+y

functia este continud in origine.

Cum f e continui pe R? \ {(O, O)}, fiind compunere de functii ele-
mentare, rezultd ci f e continui pe R2. O

f(x,y)={ T @) # 0.0
0, (z,9) = (0,0)

Solutie lim f(z,y)= lim Ay =
C@y)= 00) 7T (za)— 00 /22 + 2+ 11

o EAOWVEAP A4
(z.y)— (0,0) ?+y2+1-1

= lim (Vz?+y2+1+1)=2%#0= f(0,0), deci functia nu este
(z,y)— (0,0)

continud in origine. |

f(z,y) = { (()1 + m2y2)"Pi_y?, (z,7)  (0,0)

(a:,y) = (0’ O)
1
Solutie. lirn z,y) = lim 14 222) % =
e g @Y (- (20,0)( v)
NG
= lim ((l-I—aszyz)W) T = 1£0= f(0,0), deci f nu e
(I»y)_) (0)0)

continud in origine. O

z4y

— 3 3

Solutie. Pentru z2-+y? # 0, f este continui , fiind compunere de functii
continue.

Studiem continuitatea in (0,0):

_ 1 —cos(z® + ¢%)
lim z,y)= lim =
TS L o e gy

, cos 0 — cos(z® + 3°) , 2sin? i’;‘ﬁ
= llm 3 2 == hm ——2——2—- =
(z,y)— (0,0) +y (zy)— (0,0) T+ Y
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—o gm0 R WSyl 1
- (m,y)l—»m(om( u3>2 =) me T
2
. 2 -
=2 lim <x3—;~y3\ Lt lim ____(a:3+y3)2
(z,y)— (0,0) 2 22+ 942 2@y)— (00) z2+y?
3 352 14 2 _
Avem {(z giz) Zty)” ;€+y€y+y 2|
:i(:c+y)2(:c —zy+y2)(1—m—2%g> < |(

+ )% (z? — zy + 32|
+

%) -— 0, cand

T

(1' W) (z +y)*(z® —zy +92)]- (1
(z,y) — (0,0) (deoarece 2zy < z2 + 3

Asadar, £ lim (_m_i_y_) =0, deci lim f(z y)=0=

2@y (00) 2°+17  (@a)— (00)
= £(0,0) = functia e continui pe R? O

“15. Sa se arate cd functia

zy+z2yIn|z+yl
flz,y) = { 0 24yt gz; i (0,0)

este continua partial in origine, Insa nu e continud in raport cu ansam-
blul variabilelor in acest punct.

Solutie. lim lim f(x,y) = lim f(:v, 0)=0
11m lim f(:n y) = hm f(O y)=0

— 0z— 0

Agada.r, f este continud partial in origine.

lim f(z,y)= lim f(z,9)=

(zy)— (0,0) z— 0,y=mz
_ zm +mz® In[z(1 + m)] m
= lim S = 5> = f nu este con-
z— 0,y=mz T (1 +m ) 14+ m*
tinud In origine In raport cu ambele variabile O

W16. Si se studieze continuitatea in origine a functiei

f(z,y) ={ ly%'e_?zl’ y 70
0, y=20

Solugie. Chiar daca f e continud in origine pe dreapta y = mz, decarece
lz -
e

s %T_mzf (z,y) = . %E?—mzm%? 0.Vm # 0,totusgi f nu
e continud in (0,0) in raport cu ansamblul variabilelor, deoarece pe
curba z = 4% avem lim f(z, )--—#-0 f(0,0) O

z— 0,y°=z
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b 4
17. Fie f($7y) = (flaf2))f: R x (01 OO) - ]R.Z,f]_(l',y) =T

18.

y—z%, 2?2 <y
flz,y) = 0 (z,y) = (0 0)

Sa se studieze continuitatea functiei f in origine.

Solutie. Vom studia continuitatea functiilor fi si fo in origine:
lim  fi(z,) = 0= /(0,0

(z,y)— (O,
Fie z = pcosf,y = psinb,8 € [0, 7]

p sinf(sinf — pcos®d)  sin?4
li =
(z ,y/Lm(O 0)f2(x Y= p? cos? cos? 6
0<sinf < pcos?8

, pentru

)hm 00 )fg (z,y) = limo(p cosf—p° sin® @) = 0, pentru pcos® § < sin é
(zy)—

Deci f» nu e continud in origine gi atunci nici f nu va fi continud in
origine. O

Sa se studieze uniform continuitatea functiilor:

a) flz,y) = %,(z,9) € (1,2) x (1,2)
b) f(z,y,2) = 32 +e¥ + ysinz, (z,y,2) € [0,1] x [0,1] x {0,1]

Solutie. a) Fiind dat € > 0 oarecare, trebuie s& determinam 4, > 0
astfel incat pentru V(z1,y1), (z2,72) € (1,2) x (1,2) cu |z1 — 29| <
< e, |y1 — yo| < 6 sd implice |f(z1,y1) — f(z2,y2)| <€

Dar | f(z1,y1)—f(z2,12)] = [(z1—z2)ya+z2{y2—v1)| < |z1—z2lya tlyz~mjz

ny2 Yiye
< O - 2—;—:}% < 48, < g, pentru 0 < J; < £, deci functia e uniform con-
tinud

b) Deoarece functia f este continud pe multimea marginitd si inchisa
[0,1] x [0,1] x [0,1} , deci uniform continug pe aceastd multime. [

5.3 Probleme propuse

Sa se studieze continuitatea functiilor:

LQD

fz.y) ={

R: Continui pe R*\ {(0,0)}
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N

1-22 -2, 22+42<1
f(m,y):{v y )2 <

0, 2 4+y2>1

: Continud pe R?

: Continud pe R?

22472 0 . \
oy = | BEEEy @V <Ly # 0.0
O, (:I:,y) = (0, 0)

: Continud pe multimea de definitie

1
’ 1, r=0siy=0

: Continua pe R2

= ;Fz”f”m;_f (z,y) # (0,0)
f(wsy)’—{o’y (z—y) (xy):(o’o)

: Continus pe R?

2

) s, ()3
f(z’y)_{o»w (z,9)

: Continus pe R?

B ?Eg_i, (z,y) # (0,0)
f(:c,y) - { 0’ Y (m,y) = (0,0)

: Continug pe R?\ {(0,0)}

f(:c,y):{ P § (w,y)%(o,O)

: Continug pe R?\ {(0,0)}
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& B { (@ +yP)sink, (z,y) # (0,0)
f@y) =1 ¢ (z,y) = (0,0)

R: Continud pe R?

11. S& se studieze uniform continuitatea functiei
£ y) = 22, (2,) € (1,2) x (1,2)

R: Functia este uniform continua pe (1,2) x (1,2)



Capitolul 6

Derivate
partiale.Diferentiabilitate

6.1 Notiuni teoretice

Fie f: A —» IR,A C R" deschis, a € A un punct fixat §i s = (81,...8,) €
€ R™ un versor n-dimensional (adicd ||s|| = 1). Tripletului (f,a,s) i se
poate asocia o functie de o singurd variabils reald ,

g(t) = fla+1ts) = flag +1s1,...,an + tsn),

definita in vecinatatea originii; mai precis, cum A este deschis gi a € A, existd
r > 0 real astfel Incdt B(a,r) C A; atunci pentru orice t € (—r,7) avem
d(a+ts,a) = |la+ts—al = |Its]j = |t]-]|sll = |t| < r, decia+ts € Bla,r) C A
si functia g este bine definitd pe intervalul (—r,7).

Definitia 6.1. Se spune c4 functia f este derivabild in punctul a dupa
versorul s dacd functia reald g: (—r,r) » R, ¢t — f(a + ts) este derivabila
in punctul ¢t = O si in acest caz numirul real % Z(a) = ¢'(0) se numegte
derivata lui f dupd versorul s in punctul o (sau derivata lui f dupé
directia s ).

Definitia 6.2. Fie o functie f: A —» R,A C R" deschis i a = (as,...ap)
un punct din A. Se spune ci f este derivabild partial in raport cu
variabila z; (de indice k) in punctul a daci existd —dL(a\ 1<k <
n;acest numar real se numeste derivata lui f in raport cu z; in punctul
a gi se noteaza gwf (a) sau f; (a) sau Dy f(a).

Definitia 6.3. Func;ia [ se numegte derivabild partial in raport cu zj
pe deschisul A dacé in fiecare punct a € A existd f -(a).

Aqadar
o flatter) = fla)
Bwk (a) dek ( ) - t_..hcl)'g#_o t B
= lim flai,ag,. ..ok +1,...an) = f(a1, .. an)
t— 0,t£0 t

114
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Definitia 6.4. Func@nle ( ):A—-R,a— —ai( ), 1 <k < n se numesc
derivatele partiale ale 1u1 f peA

Definitia 6.5. Functia f se numeste de clasi C! pe A si se noteazd
f € C! dacd f este derivabild partial pe A si, in plus,functiile %L 3%71
sunt continue pe A. "
Definitia 6.6. Fie A C R™ deschis i F: A — R™ o aplicatie cu valori
vectoriale. Fie fi.... f;, componentele lui F'; asadar, f;: A—-R,1<i<m
sunt functii astfel Incdt F(z) = (fi(z),... fm(z)),Vz(21,...2,) € A. Se
spune ca aplicatia F' este derivabilid partial intr-un punct a € A daci
fiecare din functiile fi,... fmm sunt derivabile partial in a, In raport cu toate
variabilele z1,...2,. In acest caz se poate considera o matrice cu m linii si
n coloane cu coeficienti reali:

8ha) ... 3(a)
J —
#(o 3fm(a) %:—(a)

numitd matricea Jacobiané a lui F in punctul a. Dacd m = n, atunci
matricea Jr(a) este patratica gi determinantul ei se numegte jacobianul
sau determinantul functional al functiilor fi,... f,, in punctul a §i
se noteazd %—fﬁ—g(a) det Jp(a).

Definitia 6.7. Fie A C IR"™ deschis, F: A - R™ gi a € A. Se spune ci
aplicatia I este diferentiabiia in punctul ¢ dacd exista o aplicatie
R-liniard T: R™ — IR™,depinzind de a,astfel incit

lim F(z)— F(a)—T(z —a) _ 0
z— a,z%a H'JJ - O,H
Noténd cu p(z),¢: A\ {a} — R™, limita anterioard revine la
F(z)=F(a)+T(z — a) + ||z — a|jp{z),Vz € A cu Ili_)rnac,o(:z) = 0.
Functia I’ se numeste diferentiabilda pe A dacd este diferentiabild in
orice punct din A.

Lema 6.1. Daca F este diferentiabild in punctul a,atunci aplicatia R-
lintard T este unic determinata .

Definitia 6.8. Dacd aplicatia F': A — R™.unde A C R"™ este un de-
schis, este diferentiabild Intr-un punct @ € A, atunci aplicatia R-liniard T
se numeste diferentiala lui F' in punctul a si se noteazd dF'(a).

Teorema 6.1. Fie F': A — R™, A C R” deschis, a € A ¢t fie f1,... m
componentele lui F'. Atunci F este diferentiabild in punctul a dacd si nu-
mai dacd f1,...fm sunt diferengiabile in a g1, in acest caz, diferentiala
dF(a): R® — R™ are drept componente diferentialele dfi{a),...dfm(a) ca
aplicatii R-liniare de la R™ lo R.

Teorema 6.2. Fie o functie f: A— R, A CR" deschis.
(a) Dacd f este diferentiabild intr-un puncta € A, atunci f este continud
in a; in plus,ezistd %(a) pentru orice versor s € R™ si, in particular, existd
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derivatele partiale de ordinul I ;%J%(a), anume
4(a) = df(a)(s) si #-(a) = df(a)(ex),1 <k < m.

(b) Dacd f € C1(A), atunci f este diferentiabild pe deschisul A;in partic-
ular, orice funciie elementard este diferentiabild pe orice deschis din dome-
niul ei de definitie.

Teorema 6.3. (formula de calcul al diferentialet) Fie f: A —> R,
A C R"™ deschis o functie diferentiabild intr-un punct a € A. Atunci are loc
formula

df{a) = Z (a) -pr; (egalitate de aplicatii R-liniare de la R™ la R)
j‘—]

Teorema 6.4. Fie F: A— B,G: B - R doud aplicatii , unde

A C R™,B C R™ sunt mulfimi deschise. Dacd F' este diferentiabila intr-un
punct a € A si G este diferentiabild in punctul b = F(a), atunci functia
compusa G o F' este diferentiabild in a g1, in plus,

d(G o F)(a) = dG(b) o dF(a)
In particular, compunerea a doud oplicatis diferentiabile este de asemenea
diferentiabila .

Teorema 6.5. In conditiile teoremes 6.4, are loc relatia

Jeor(a) = Jg(b) - Jr(a)

Caz particular : Fie un con deschis C C R" (adic o submultime
deschisd C astfel incét din ipoteza cid z € C,t € IR, t # 0 sd rezulte tz € C|
de exemplu,C = IR"™ este un con deschis; la fel sunt i multimile { Ty > 0} in
R? s {7;2—!—3;2 —22 < O} in R3). Fie f: C — IR o functie diferentiabils pe C,
care In plus este omogena de grad r (adicd f(tz) =t" f(z),Vi e R, t #0,r
fiind un numdr real fixat). In acest caz rezultd relatia

Un

F(t21, .. tn) =7 - f(@1,...20),VE € Rt # 0,¥z = (21,...%,) € C

Derivand aceastd relatie in raport cu ¢,rezultd

%(m) 0 b%(tw) o =1t - f(a)

gi ficAnd t = 1 se obtine o relatie remarcabild in punctul curent din C,

anume af af
01:1 Tt Ing - aIn

numitd formula lui Euler pentru func{ii omogene.

=7 f(z1,...Zn)
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Teorema 6.6. Fie f: A — IR,A C R” deschis o functie diferentiabild intr-

un punct a € A. Pentru orice versor s = (s1,...5,) € R" avem
df 0 of
ds( )—816:31 a)-. +‘n8xn( 2

Teorema 6.7. Fie f,g: A — R, A C R"” deschis, doua functii diferentiabile
intr-un punct a € A. Atunci f+9,A\f(A € R), fg,L 7 (g(z) # 0,V € A) sunt
diferentiabile in o §i in plus

(@) +9)(a) = 5

. 99
() Par a)

(/\f)( )= ,\ (a)

5%(@)@ ~ f(0) 5 (0) + g(a) 5 (a)

9 (f) (a)zg(a-)a%-— (a)%

O0zk \ g 9(a)?
)1 (f+9)(a) P 0+ Do
L@ =22 @)
i(fg)(a) = (@) + o) 2

d(fg)(a) = f(a)dg(a) + g(a)df (a)
p (j) (a) = g(a)df(a) — f(a)dg(a)
g g(a)?

Definitia 6.9. Fie f: A — R, A C IR” deschis. Functia f se numeste
de clasd C°(A) daci este continui pe A; de clasi C'(4) (sau continuu
diferentiabild pe A) daca este continud pe A gi derivabila partial in fiecare
punct din A, iar func'gule am : A — R,1 <k < nsunt continue pe 4; de

clasd C%(A) dacd f € C1(A) si toate derivatele %’%, 1 < k < n sunt functii

de clasi C'(A4) , adicd pentru orice 1 < 7,k < n, existd a%,- (%) In flecare

punct din A si acestea sunt functii continue pe A.

Teorema 6.8. (H.A.Schwarz) Fie f: A — R, A C R" deschis, [ de clasd
2 L : .

C?(4). Atunci B'z%ié_fw;(a) = Bzidf:z; (a), in orice punct a si pentru orice j,k

(1<j,k<n).
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6.2 Probleme rezolvate

1. Pornind de la definitie, si se calculeze:
8 . .
) & (5,0, 2 (5. 7) dack f(z,y) = Vol T sy

b) ‘a}?%(l’ 1), ayaz(L 1),dacd f{z,y) = zylnz,z #0

; z,0) — f(%,0 sinz —sinZ
Solutie. a) ? (%,0) = lim f(=,0) {r(‘l’ )= lim —_———_Wl‘l -
T a:——.‘% .’E'—-4- z—>§ x—z
— V2
=73
8F im x \/smzy—i-,l, 1 smy—@) (smy-,l‘lg)
a_y(m)=yl_,m_w_ y— I = - —
i ;i 4(5’_71')( sin® y §+1)
V3 siny—sing 1
—--2—111'1E —x —2
Y— 7 4

S 1) -4, 1)

2 5 .
b) g’;gy(l,l) =2 (35) (1,1) = lim

z— 1 .’L—l
unde 2 (z 1) = lim fay) - f=1) lim :cyln:c—:cln:z: =zlnz
y— 1 y—1 y— 1 y—1
si af(l 1) = lim fly) - FL,1) =0, deci
y— 1 y—l
zlnz
Oway(l 1) = ml_'mlm — = -1
8 (1,y) - L,1
Analog Ty{:}i(l 1) = lim 5 (Ly) ~ 5L 1Y) =1 O

y— 1 Y — 1
2. S& se calculeze derivata functiei f(z,y) = 2% — y% + zy in punctul
M (2,2), dupé directia !, care face cu directia pozitiva a axei Oz un

unghi de 30°.

Solutie. Cosinusurile directoare ale directiei ! sunt cos @ = cos 30° =

= —‘/—5 §i cos B = cos 300 = —2‘@
Cum —2:J:+y iz o4 , = 2y T T avem %5(2,2) =63 3 (2 2) =
= =2 Atunc1§’;=6 % 2'—?=3—\/§ 0J

3. S& se calculeze derivata functiei f(z,y, z) = %, r#0,7 = x i +y7+
JEEEY
+z k intr-un punct M(z,y, z), dupd directia gradientului siu.

Solutie. Putem scrie f(z,y,2) = \/—2+1—"‘?T—2
ré4yl+z

Avem gradf = (gi, g—’: gi) — %7 si|gradf| = %, deci
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cosa = —%,cos 3 = —%,c‘iosv = —Z. Prin urmare, § = ~2. (- &) -
—t (%) - (F) =7 =

4. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul I pentru urmatoarele

functii:
a) f(z,y) = (2® + yP)arctg &; b) f(z,y,2) = Ina¥y®2%,z > 0,
y>0,2>0 ¢ flz,y,2) = 52&—,2* +4° + 22 #0

SR

Solutie. a) g—£=2$-arctg%+($2—!y2)- L. 1 =2z - arctg £ +y

=2y
1+y7'
of _ 9 . T + 2 ( a:> _ T
== = U - ar = — — .8 =
5y = 2y - arctg % + (2 +19°) 5 17—; " 2y arctg —x
b) Scriem f(z,y,2) =ylnz+zlhy+2zlnz
of _ y
az + h'l,.,
of
5& hll' + Y
o8f _ z
5z — 1Ily po
2
2 2.1 52 X Yz
o) 5f yz\/z?+y?+z e re A vz 22y?as2 22 yz Y2472
= ——3- =Yz 3
C) oz = z2+y?+z2 (22+y2+72)3 (z24y2+22) 2
Functia f fiind simetricd in raport cu z,y, z rezultd
9f _ 27 - 52422
Fy (22 4y2422)3
4 2 2
Bf =2y - z<4+y : |
(m2+y2+z2)2

5. S& se calculeze derivatele partiaie de ordinul II pentru functiile urmatoare:
a) f(z,y) = arccos \/——i—j?, (z,y) # (0,0)

b) (I y/ - x—.-z

c) f(z,y,2) = ysin(z + 2)

2
1 _ zt -
. 8f _ =24y (22420242 Y
Solutie. a) 3o = — =~
24y
Ty
af (z2+y2) V292 __ 1Sgny d _ lyl
= = e sgny =
By - 24yt WDOCSERY =5
-
9%f _ _ 2zly|
522 = @yl)?
8%f _  2zysgny _ __ 2zly|
3 T T @192 T (22?2
92f _ (z*+yP)sgny—2z2sgny _ _ (z’-y?)seny
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3f _ (= 2+y gsgny 2lyi _ _ (z%—y®)seny
oyoz ~ {(z%+y?) (z%+y?)?

b) of _ z+y—(z—y) _ 2%

0z (z+9)* (z+y)*
of _ =(zty)—(z—y) _ ___ 2z
9y (z+y)? (z+y)?
9% f _ —Mylzty) _ -4y

9z T (z+y)* T (z+y)°

— an 2(z—y) 0%f _  4g
T Oydz — (z+y)> By? T (zt+y)®
af __

) d—f = ycos(z +z), & 35 = sin(z + 2), 5> = ycos(z + z)

g—Z—’éz——ysmx-i—z) —é‘-—O f——-——y51n(3:+z)
2 8%f f 8
6‘1gy = 570 = cos(z + 2), 373 = —ysin(z + z)
52 0?
6y6fz 328’; = cos(z + 2) O

6. Se numeste potential al sferei z2 + y% + 22 — a? = 0, functia

4dma xZ +y2 +Z2 > a2

: ) 2ma? — (22 + y2 4+ 22), 2?2 +y? + 2% <a?
yYy,2)=§ —_47a
3v/z24y2 422’

v 2 . v
S& se verifice ca Af = 3 f =z + ——5 + a,’; ia valoarea —4m gi 0 dupa cum
punctul M(z,y, z) se aﬂa in 1nter10ru1 sau exteriorul sferei.

Solutie. Pentru 2 + 9% + 22 < ¢? =
= M cinteriorului sferei = f(z,y, 2) = 2ma? — & (2 + ¢ + 2%)

of _ _4n, Of _ 4w, Of _ _dn, Bf __ O2f _ 0%f _ _d4n __
Bz BTy T TBY T T T3 %552 T 52 T 022 T 3
= Af =—4n
Pentru z2 + y? + 22 > a? = M € exteriorului sferei = f(z,y,2) =
_ 4ra
34/ z2+y?+22

af _ _ draz 8f _ _ 4may of _ _ draz

3¢/ (22 +y2+22)3’ dy 3/ (z2+y2+22)8’ 0z 3/(z2+y2+22)3

2 2
/ 2_|_2 P} 2:1:3(:1:-|-y+z)

8%f _ _dma | V (@2 +y2+22)3 - Y o e 4ﬂ.21.2_2_zz ﬂ:
B?Z 3 (a:2+y +”2)3 3 ($2+1j2'1 ,2):2 ) 6’,!/2
_ 4wa  _2y*-2%-z%® 3 4'ra 222~z —3{
T3 p2i.2452 3_2«% 2402 Af=0 -

(x24y2+22)2 (224y2+22)

7. S48 se calcu1e7e g 9 pentru functiile:
8:c 01
a) f(u,v) =In(u?+v)unde u =¥ giv =22 +y
v) =

b) f(u,

= arctg >, unde u = zsiny gl v =z cosy
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Solutie. a) Dupé regula de derivare a functiilor compuse avem:

of _ 8f 8 2
%:B—EFU-F—’C%:“ZZU_ e:'b+y +u+v.2$=%-g.(u2+z)

uc+v

121

d
g—£=3£ +—i'%=7— ey’ +—z—— 1= 1+v-(4u2y+1)

u*+v

b) gi’:—g—ﬂ_—g 8Ny — ¥ - cosy = Z(cosy - siny —siny - cosy) = 0

U

'Zaf 1

=cos’y +sin?y =1

8. S4 se arate cd functia z(z,y) deﬁnita de relatia ®(z —az,y — b2) =

=0, a,b € R verifici ecuatia aaT + b"’ =1.

Solufie. Notdm oo =z —az,0 =y — bz.
ae 0z\ _
Avem Ba (1 aam) + ( baz) =0

8% 0z 0% 0z \ _
88
a

v iz_ , Qg a_@
Rezultd 32 (a, -+ 65) -
9z 8% 3%
% (082 +038) =%
Inlocuim 22 5= g g; In ecuatia daté si obtinem
8% 8%
—Wib_ + b—a'm— 1 adevérat In ipoteza a 7& 0

9. Si se arate ci functiile urmatoare verifica ecuatiile indicate:

a) f(z,y) = ¢ (¥) verifics ecuatia z - G;J; +y- —a—f- =0

T

b) f(z,y, 2) = p(zy, 2%+ y* — 2?) verifici ecuatia :vz—i yzay + (z?
~y") 5t =0
Solu;ie. a) Considerdm functia u(z,y) = £ i obtinem:
a o
a£ du Z=v'W (-%)
0 1

=2 5=vW) 3
Deci z - di—%y of — —4. o+ 2.0 =0
b) Introducem func§111e u(z,y, 2) = 2y 5i v(z,y, 2) = 22 + y* — 22
Atunci avem:

— . 99 .
T et e BTV et
of _ 00 0u B 8 _g. 80 4o

2 9l

OF — _v _ ... .resiny = L. oy . gny-r-siny =
By = Pt T cosy+m5§ Z-sINy = >-COSY-T-COSY+Z-SINY-T-SIny =

i

d
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11.
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Astfel rz yzay + (2% -y )%ﬁ (y 5 + 2z - ) yz(z - 3u+
+2y-%) 24(3: ——y)m-z(] O

S& se arate ci dacd f(z,,2) = XInz+xzp(¥,2),2 > 0,2 # 04
o(u,v) este o functie de doud variabile ce admite derivate partiale de

ordinul I, atunci avem :ng + y% + A%i H— f(r,y,2) =0

Solugie. Notim u = ¥,v = £ i calculim derivatele de ordinul I
Y =Ynz+1)+puv)- L5 - 2%

5 =%+ 58

% =-Hlnz + 9%

Atuncuraf—{-y -l—zgi L — f(z,y,2) = L(lnz + 1) + zp(u,v)—

—yau—z%f ' zylna:—i_yau %lncc+z%§——:—”zﬂ—%lnx—zgo(u,v)=
=0 U

Sa se arate ci dacd ¢ si ¥ sunt funct;n de doud ori derivabile, atunci
functia f(z,y) = y"p <£) + gyl ( ) verificd relatia
wza { ~:—2:zyaTaLy+y26 I=nn—-1)f

Solutie. Notim u = E si calculdm derivatele de ordinul I gi II:

3f — on— 1d‘P _._y—ndv

oz — Y

%= —-’E?Jn_zzf +ny"o(u) — oy G+ (1 - )y Y(u)

=V TR YT

2L = Sy EE — (n - oy ~3%E — oY% +n(n — Dy Cp(u)+

+xly~nT 3%+(n+1)zy‘”‘°dw (1-n)oy™ 29 +n(n—1)y ™" ¢(u)
Inlocuind avem:

2 — 2 m—9\d2¢ ), —n—
—2:r Y l+9:2@/'”‘ )du +2(n-1)zy™ ! ~2nzy™ " ~(n-2)ay" T+
H2nay=" + (0 Doy + (3 Day"18 + nirn — Dyp(a) + (-
~Dy" () = n(n - 1) [y () + 41 (2)] O

Fie functia g = z- f (¥) cu f de clasd €%,z # 0,y # 0.4 se determine
f dacd ¢ nu depinde de z.
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13.

14.

Solutie. Conditia ca g sd nu depinda de z este gg =
Notdm o = £, deci g =z f(a).

Atunci & = f(o) + 2 /(@) 2 = f(@) + 2 f/(a) (~3) = f{a)-
—a- f’(a)
Relatia gﬂ = O revinela f(a)—a- f'(a) = 0, deci 7(—% 1 & rezults ci

In|f(a)l =In|a|+1nC. Asadar f(a) =C-a, undeCesteoconstanté,
arbitrard . O

S&8 se calculeze diferentialele de ordinul I gi II pentru functiile:

a) f(z,y) =e®cosy, b) f(z,y,2) = zyz

Solutie. a) df = g—id:z; + %dy = e” cosydz — e* sin ydy

af 9? F

df = %édw + 2 dzdy + %%dy2 = e” cos ydz? — 2e% sin ydzdy—
—e” cos ydy?

b) df = yzdx + z2dy + zTydz

8%*f _ O%*f _ 8%f _

5t = Gh = g =0

Oz2

o%f _ 8*f _ o%f

0zdy — Z Oydz — Z, 3?65 =Y

d?f = 2zdzdy + 2zdydz + 2ydzdz O

S& se arate ci pentru f(z,y,2z) = /22 + y2 + 22 avem d2f > 0,V(z,y, z) #
£ (0,0,0).

Solutie. % = z of — ¥y of _ z
9 = \orrpt2 N a2’ 02\ [iprs

VIR YR el — e 2, .2

azf ety +z Y rz
:9? :1:2+y2+z2 ($2+92+’2)%
Datoritd simetriei functiei f rezultd 5 o2 f 2 —i yiteo?
e/ Gl 5 = ]
—2zy
0%f _ 2/aty?+s? _ _ —zy 8% f _ —yz 2f -z
0xdy ré+y°+2° (m2+y2+zz)% ) Bydz (w2+y2+z2)% ' 8z0x (z2-+ y2¢z°)%
dgf_ ; 2)2r(y +22)dz?+(2*+22)dy?+ (2% +y*)dz? — 2zydady—
+ _l.
—2yzdydz 22xdzdz] = ———[y?dz? —2zydrdy+z?dy® +22dy’ -
(z2+y2+22)2
—yzdydz + y2dz? + 2%d2? — 2zzdzdz + 2%dz?] = —2—[(ydz—
d (I4+y2_1_z2)2

—zdy)? + (2dy —ydz)? + (zdz — zdz)?] = d*f > 0,V(z,y, 2) # (0,0,0)
O



124

15.

16.

17.
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Sa se calculeze derivatele partiale si diferentiala de ordinul n pentru
functia f(z,y) = 2%,

Solutie. Putem scrie f(z,y) = e@e® astfel ci g_';{_ = ae®®e i
6Ik6;y1;_k — akbn—keameby — akbn—kf

4" f = [a(dz)"+Cla™b(dz)"1dy+. . +CHMdy)"f = €2+ (adp+
+bdy)™ O

Folosind diferentiala unei functii de mai multe variabile, s& se calculeze

{/(1,04)% + (1,96)3.

Solutie. Consideram functia f(z,y) = V23 + y3

Avem f(z,y) = f(2o,y0) + (z — z0) 3 (20, %0) + (¥ — 90) 35 (%0, o), dec
23 o3

3/x3+y _’23$0+y0+—_g/(:z:—— ( ) W(y—yo)

Dacdluamz = 1,04,y = 1,97, 29 = 1,yp = 2 si facem calculele, gasim:
‘\3/(1, 04)3 + (1,96)3 ~ 1,94 O

Fie functia

fag) = _—;\/%’ dacd (z,y) # (0,0)
0, daci (z,y) = (0,0)

S& se demonstreze ca f este continud , are derivate partiale de ordinul
intai si nu este diferentiabild in origine.

Solutie. Avem |f(z,y)| < |z|, deci : )lim(0 O)j'(w,y) = 0. Rezultd cd
m7y — )

f este continui .

Evident ¢ in orice punct (z,y) # (0,0) functia are derivate partiale

de ordinul intdi. Studiem existenta lor in origine cu definitia:

010 0y — i L0 = £0,0

Bz " ) :vi»m z-0

Demonstam cd f nu e diferentiabild in origine.Dacd ar fi , atunci ar

trebul ca _
f(z,y) = £(0,0) - 8£(0,0)(z — 0) - gL (0,0)(y —0)

= 0.Analog 2 (0 0)=20

lim =
(z.y)— (0,0) Vi +y?
= lm =Y =0, dar
(z.9)— (0.0)T° + ¥
Ty ma? m

z— On;jl—mcc:rz(l ") 14+ m? 7

1

lim 2 12
(@y)— (0,0)z2 + Y2
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18. Fie functia

[ @+ Dsindy, dack (3,9) £ (0,0
f("”’y)“{o, " dach (@) = (0.0)

Si se arate ci f este diferentiabild In origine gi nu este de class C! pe
R2,

Solutie. Calculdm derivatele partiale de ordinul I:

of { 2z Sln"§+_yg ?zfyz cos mgi?, dacé (z,y) # (0,0)

oz~ | 0, daci (z,y) = (0,0)
g _ 2ysin — iyz - Iif_’yg cos ﬁg dacd (x,y) # (0,
Oy L 0 dacd (z,y) = (0, 0)

Evident ca derivatele partiale de ordinul I sunt continue in orice punct

(z,y) # (0,0), dar in origine nu sunt continue, decarece  lim
)7 0.9 ) 0025 )

nu existd (se folosesc coordonatele polare). Asadar, f nu e de class C?
pe R2.
Studiem diferentiabilitatea In origine:

. f(z,y) — £(0,0) — 3£(0,0)(z - 0) - £(0,0)(y -0) _

(z,y)— (0,0) V2 +y?
1
= lim +/z2+y?sin P =0

(zy)— (0,0)
Rezultd cid f e diferentiabild in origine. G

19. Fie functia

0, daca (z,y) = (0,0)

f(x,y)_—_{ wysing—};’%, dacs (z,y) # (0,0)

(a) S% se arate ci f este de clasi C* pe R?;

(b) S& se arate c8 f are derivate partiale mixte de ordinul II In orice

. 2y . @2 . .
punct si sé se calculeze 56;6% si ai:af In origine; este functia f de clasa

C? pe R??

Solutie. (a) Derivatele partiale de ordinul I sunt:

2

_a_f_ — ysm 7‘1_*_32 + (zﬁa_:{_y2)2 COs ;2:.'%2': dacé (xuy) 7& (0’0)
oz 0, dacd (z,y) =
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of _ acsm—s;—L + —x‘%—:r—cos —;+—y—, daci (z.y) # (0,0)
Oy 0, dacd (z,y) = (0,0)

Rezultd cd 5 §1 o - sunt continue pe R?, deci f e de clasd C! pe R2.

(b) Evident funct_;ld are derivate partiale de ordinul II in orice punct
(z,y) # (0,0). Studiem existenta derivatelor mixte in origine cu
definitia:

'sin 1 8? in(—1
zeinl _ in1; 2 (0,0) = tim 50D _

—sinl
z 66 y— 0 Yy sin

82 -
5253 (0,0) = lim

Functia nu este de clasi C? pe R?; dac$ ar fi fost, atunci, cf. Teoremei
6.8, cele doud derivate mixte de.ordinul I ar fi trebuit sa fie egale. [

Fie .
f(x,y) — Y - %2;_21171 daca (ny) # (030)
0, daci (z,y) = (0,0)

S8 se arate ci 66 gy nu este continud In origine, aa:gy (0,0) # 57020, 0)

si S8 se calcu__leze diferentiala de ordinul II in origine.

pin Of _ . ~2y(z®+y?) - (=2 =2 _ . 22—y ,
Solutie. 5 =% 3 +y +ccy T =T zr Y
—ayz®  _ z(zf-yt)—4a®y? 2Byt dady?

@12 = @922 = TR
8%2f __ (5zt—yt—1222%92) (22 +y?)? — (28 —ay? -42392)2(x2 +4%)2z _
ozdy — z24y2)4 -

(
= 2oyt 9 pentru (z,y) # (0,0)

— (z2+y?)
& (2,0)— 3L(0,0)

Cu deﬁnitla, azay (0 0) = zl 0 =0 , unde
. f yY) — an .
%(&0):;21% @ )y I )=0§1
2 2
gi(a:,O) = lim f(@.y) = f(2,0) = lim 24V _ z,
y— 0 ly y— 0 Yy
deci dwy(O 0)= hmog 1
Tr—
Asadar,
6_ 061074420724 .
62f ($ y) — T (-;:2+52)39x . ) da'ca (CL'y) 7é (00)
Ozdy 1, dacd (z,y) = (0,0)
Studiem continuitatea functiei 6zg {(z,y) in (0,0):
52 6 _ 46 4 9zdy? 2,4
lim f(a:y) lim ¥ 927y — 977y
(zy)— (0,000z8y " z— 0,y=maz (z2 +9%)3
— 28 — mbzb + 9ztm?2? — 9z2mix?

z— 0,y=mz (-’fb"'r2 + m2$2>3
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2

[N}
Lo

1.

2
= 1—m(61-:9"n::’);9m4 #1 = ——aigy(0,0), deci functia %(m,y) nu este
continud in punctul (0, 0)

87(0,y) — 2L(0,0)

Calculam 63—3;9%(0, 0) = lim0 - , unde
y— -
z— 0 Yy
2 2
- TY iy
(0 y) . hm f(xly) f(07y) — ].j.m Yy TeTY = —y,
z— 0 :L‘ z— 0 T
deci 2 ayax L(0,0) = yll»mo_y -1
Asadal,a 55(0,0) 7é axay( 0)
Avem d?£(0,0) = (0 0)dz? + 2 (O 0)dzdy + 2L aya L (0,0)dydz+
+8£(0,0)dy?, unde
. % (. 0)— 2L(0.0
%{;(0,0): lim, 0 (% ) 5z (%,0) si
0 .
% (z,0) = $1Lm0f(”“' 0= - 1,0 =0, deci 24(0,0) =0
Analog £:£(0,0) =0
Atunci d?£(0,0) = dzdy — dydz =0 O

Sé se calculeze jacobienii transformaérilor in coordonate polare, cilin-
drice si sferice.

Solutie. Legatura intre coordonate polare gi carteziene z = pcosé,
y = psin @ defineste, ca transformare punctuald , aplicatia

F: D —R? F(p,8) = (pcosb, psin ), unde

D = {(p,6)/p = 0,0 € {0,2r)}

cosfl —psinf |
siné pcosf

Rezulta DE ; =det Jp =

Pentru coordonate sferice ¢ = psinfcosp,y = psinfsiny, z = pcosf,
p>0,8€l0,7],¢ €0,2r), jacobianul este

0z Oz Oz o

dp 08 Jp sinfcose pcosfcosy —psinfsing
ggzyég — g_z % % = | sinfsingp pcosfsing psinfcosy

o 8z 9z Oz 3 — s

e % B cosf psinf 0
= p?sinf
Pentru coordonatele cilindrice * = pcosé,y = psinf,z = z avem
D(z,y,2) _ =
D(pfz) P

S# se determine matricea jacobiand a aplicatiei
F:R*\ {2z <0} — R? F(z,y,2) = (zy?,yInz) in punctul curent.

o
|
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Solutie. Componentele lui F sunt fi(z,y, z) = zv° §i fo(z,y,2) =

dfi d8fi 8h 2
: Bz 9y 0z y° 2zy O
=ylnzsi Jp = of 6}/ of )———( y> |
( %@ W o 0 Inz 3

. S8 se determine functiile z = z(z,y) care verifici ecuatia cu derivate

partiale 232 0z Z+ y2 ‘9" = 22, folosind schimbarea dc variabile
11 11

(z,y,2) — (u,v,w), undeu:;z;,vzy_;,w:z._z

Solutie. O metodd constd in a calcula mai Intdi z,y, z In functie de
u,v,w. Se obtine z = u,y = %5,z = Wuﬂ Se calculeazi acum
derivatele partiale ale lui «, v in raport cu z,y:

du _ 1 8u _nOv __ 1 _ 1 8w _ 1 __ {uvtl)?
6z—1’3y—0 - - (u)
29w _ dw

9z __ &8 U — d U du . 8 [ _u You _ 1-vE -5
0z — Oz \ww+l) = Ou \ww+1) 0z * O \uw+l) 0z — (uw~|1)2

8 (_u Bu + e U Qv _ { uv+1 th
— Ju \ ww+l ov \uww+1/ By — kuw-}-l ov

nlocuind In ecuatia initiald obtinem ¥ = 0. Rezulta cid w este o
Inlocuind 14 ob % = 0. Rezulty t

functie constantd in raport cu variabila u, deci w = f(v), unde f este

N—
|

9z _ O
oy ~ 0By 'u,w+1

o functie arbitrard de clasi C! pe R.Rezultd % — % =f (% — ':15>’ deci
T

z(z,y) = W—T)

Yy T

alta metoda constd In a calcula 352 = —5 52 L =—=52% dec
O alt metod t lcula 82 = -5 %2+ 5,2 = 5% 4
9z _ 20w | z% 8z __ 2 0w dw _ Owdu
5 = ¥ ar T ey = ¥ 5y . Se calculeazd apoi 32 = 323+
+928 ot .

6.3 Probleme propuse

Q. Pornind de la definitie s8 se calculeze:

® 2L (1,3) s 55(1,0), daci f(z,y) = esinoy;

b) aizgy(l 1), dack f(z,y) = /22 + v
c) Qi(l 1) si af(l 1), daci f(z,y) = In(1 + z° +y2)

oz
d) %(-2,2), 8L(~2,2) 51 ££(-2,2), dack f(z,9) = ¢/2%;
f

e) g@ (Z,0), dacd f(z,y) = zsin(z + y)

£) 0—5(1,1) si 55'(3,2) dacd f(z,y) = 22% + zy
R:a) 3L (1,3) =0 3L(1,00=0

b) (L) =50
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c) %ﬁ(l, 1) = 3 si %(1,1) =1

) §-22=-5 429 -}s Zh(-22 =}
©) g (1:0) =2 (1-%)

£) (1,1) =54 5£3,2) =

©) S5 se calculeze derivata functiei f (z,y,2) = 2y + yz + zz, in punctul

G

—_—
M(2,1,3), dupa directia M N, unde N(5,5,15).
R: Cosinusurile directoare ale directiel M N sunt cosa = =, cos f =

137
4 . af _ 68
= 13,C087Y = 13 Obtinem 4 =

. Fie f: R® - R3, f(z,v,2) = (2% —yz,y% — zz,2> — zy) si fie h =

= (1,2,1). S& se calculeze derivata dupd directia h a functiei f in
punctul (1,1,2).

R: &(1,1,2) = (-3,1,1)

. Sa se calculeze derivata functiei f(z,y) = 52% — 3z — y — 1, in punctul

M(2,1), dupé directia M N, unde N(5,35).

R: Avem cosa = 3,cos 8 = 3, deci % =4

. S& se calculeze derivata functiei f(z,y, z) = 223 — 3y% + 6zyz, in punc-

tul M(1,1,0),dupa directiile axelor de coordonate, apoi dupa directia
—
MN,N(4,-2,3).

—
R: Dupa directia M N:
cosa = —cosfB =cosy= \/- de01 =6v3

'S4 se calculeze derivata functiei f(z,y, z) = arcsin \/2i+—3’ in punctul
z?+y

—_—
M(1,1,1),dupé directia M N, unde N(2,3,-2).

Lo _ /T
R: § = -

S se calculeze derivata functiei f(z,y,2) = 2% + y? + 22, In punctul
M(1,1,1), dupa directia (1, 1,1)

R: % =2v2
S& se calculeze derivatele partiale de ordinul intai pentru urmatoarele
functii:

@) f(x;y)—em_yz ) (x y,z) =¢&* 2+v% gin2 z; )
) F(z,1) = zyarctg £k oy £ 1 d) f(z,9.2) = 2%, 7,y > 0

R: a) % = eV, Qi = —ye=V’

. . . 2,4.,,2
b) &L = 25 5in? ze® v 6;{; = 2ysin? 2% ¥ 9L = 2in z cos 267 Y

w l‘~s
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c) % = yarctg = 1 _ﬁ;ﬁ’iz?yz
of _ z+ 1422
) of — = y?z¥ ! gf =z¥ '/yz lneg, 6f —:E?Uzyz Inzlny
. S& se calculeze derivatele partiale de ordinul doi pentru urmatoarele
functii:
2) f(z,y) = In(z+y?); b) f(z.y) = z°+ay; ¢) f(z,y,2) = In(z+y+2)
R: a) f _ 1 9% _ 2z—y?) 0% _ 2
* Y 822 T T (a+y?) 0y T (a4y%)2 9z0y T (@+y?)?
8%f _ 32)‘ _ 32 _
C) & = 0 = Qi't = 32f = 82f = 62f _- -1
z2 By 9z 0zdy — Oydz — 0820z T (z+y+z)?

o 2 2 2 _
i = () + ()" (2)" .87 = £ 54+ 84 ot
eratorul lui Laplace sau laplacianul functiei f) Sa se calculeze
A*f si Af pentru functiile:

. _ 3,34 .3 ” ) — 1

a) f(z,y,2) =2°+9° +2° = 3zyz; b) g(z,9,.2) = N

R:a) A*f = 9[(z? —y2)* + (12 —z2)% + (22 —zy))) i Af = 6(z+y+2)
b) A%g = Gy sl Ag =0

Sa se calculeze g% si %5 pentru f(z,y) = p(u(z,y),v(z,y)), unde:

a) [ = p(u,v),u(z,y) =z +y,v(z,y) = 2° +¢°

b) f= so(u v),u(z,y) = 2% — %, v(z,y) = e
of _
R: 8:17 - au +218v

o of
83’: +2y gL
i,
b) g—f- 2z 50 +yv
5{3—5— = —2y +$'L
. g o%f 9%*f O*f
Fie f = f(u,v), unde u = zy,v = % Sa se calculeze 5—'; dagy,—'z-
o2f u 82f B%f v 0%f
R: oz 562+46u6v+u012
?F _ uc’)”f _wr9%f , of _ wéf
Jzdy — “ouZ u ovZ Bu u By
2f _ .02 2 8%f v2 02f | 202 98f
3 = Waz ~ Wam t uar T e

32/

. S& se calculeze expresia E = 55 + 54~ 32 ay + aqf dacid f(u,v) =
gi

’U( 7:y) = m-‘ - y ’
Llp= [—6(:25 2 %ZAyQ — 2%y + o) + day(zt + ¢! - 42¥y?))
(z* +yt — 2%?)

= In(u? + v?), unde u(z,y) = zy
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2 St se calculeze 0% 0% 8%f dacs f = f(u,v), unde u(z,y) = 2% + 9>

15.

16.

17.

18.

0z2 dzoy’ Oy2?
si v(z,y) = oy

R: 82f —43328 ! +433"/auav + y° +6vf+2
925 _ .. 8% | 82f |, af
Ba,ay wy(adh + &) + 22 + ) 2L + ¥

82f 20%f
By 41/&5177 + 4$y6u6v T W 255

S& se arate ca functia f(z,y) = ¢(z — ay) + ¥(z + ay), unde functiile

v gi 1 admit derivate de ordinul doi, satisface ecuatia coardei vibrante
621‘ az 8%f
dy? — ¥ B8z?

S& se arate ca functiile urmétoare verificd ecuatiile indicate:
. _ 2 .92y 19f , 198
a) fz,y) = yp(a? —y?), 23L + 13 = L}

:52 .
b) f(z,y) = e¥p (yem) (@ — )5 + zyst = oy f

°’l

2 2 4
¢) f(z,y) = plzy) + vayy (L), 2§ —*ZE =0
d) f(z.y) = zyp(z® — v?), 2y + Py gL = (@ + o)) f
S& se arate ca functia f(z,y) = ¢ (%) + zy (%) , = # 0, unde ¢, ¥ sunt

functii de doua ori derivabile, verifica ecuat_;ia,:

L2202 | 9%f 202f - _
oz "xyaa:c')y +y By? +I +y ~z¢ (%) =0

Sa se calculeze diferentialele de ordinul I si I pentru functia f(z,y, 2) =
cos(z + 2y + 32), (z,y, z) € R3.

R: df = —sin(z+2y-+3z)dz—2sin(z+2y+3z)dy —3sin(z+2y+3z)dz
d?f = — cos(z + 2y + 32)(dx + 2dy + 3dz)?

@ Sa se calculeze diferentialele de ordinul I si II pentru functiile compuse:

a) F(t) = f(t%,1nt),t > 0;

b) G(z,) = g (2%,2) ,y # 0

C) H(JB,y,Z) =h(:r-+—y+z,:1:2-:—y2+z2)

d) u(z,y, z) = l(zY, 9%, 2%),z,y,2 > 0

R: a) Notim u = t?,v = Int si avem dF = a—f+%g—f> dt
1%} 2]

PF = (1254 + aZh + 5 5h+ 23 - 35 ap

b) Notim u = z%,v = 2 5i obtinem:

dG = (2088 + 182) do - S 5dy
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20.

21.

CAPITOLUL 6. DERIVATE PARTIALE.DIFERENTIABILITATE

2 2 2 [ 2 2 2
422G = (4:62 cie JAEN RN 23%) da® + 2025 24 + 5 T4+
2 02
+ 5 dady + (%r—wgvg + %‘?3%) dy?

¢) Notdm v =z + 9y + 2,v = 22 + 3> + 22 gi avem:

dH = % (dz + dy + dz) + 282 (zdz + ydy + 2dz)

d’H = g%’é(d:c+dy+dz)2+4g%%(:z:dx+ydy+zdz)2+4-5%2£;lv[a:da:2+ydy2+
+2d2% + (z+y)dzdy+ (y+2)dydz+ (z+z)dzdz] + 292 (dz? + dy? + d2?)
d) Notdm o = z¥, 0 = y*,v = 2% si avem

du = Zk(yz¥~ldz+2¥In a:dy)+% (zy7 ldy+vy” lnydz)+ g;l/- (2% In zdz+
+z2°"1dz)

Folosind diferentiala unei functii de mai multe variabile, s& se calculeze
(1,08) - (2,02)2 - (3,05)3.

R: Se considers functia f(z,y,2) = 7?23,z = 1,03,y = 2,02,z =
=3,05,79 = 1,70 = 2,20 = 3.Atunci (1,03) - (2,02)% - (3,05)% ~ 118, 8

S& se studieze diferentiabilitatea functiei f: R? - R

1—cos(z24+y%—-1) 5 2 2
f(z,y) = =1 L, dacd z“ 4+ y* # 1
0, dacd 22 4+ 4% =1

R: f este diferentiabild in puncte de forma (cosa,sina), deci pe R?,
cf. Teoremei 6.2.

. S& se determine matricea jacobiani a aplicatiei F: R? — R?,

F(z,y) = (z + y*, ze¥).
R: JF=( L2y )

eV xe¥



Capitolul 7

Extremele locale ale
functiilor de mai multe
variabile. Functii implicite.
Extreme cu legaturi

7.1 Notiuni teoretice

Definitia 7.1. Fie f: A — R o functie definitd pe un deschis A C IR™. Un
punct a € A se numegte punct de extrem local al lui f daci existd o bilad
B(a,r) C A unde diferenta f(z)— f(a) are semn constant; mai precis, punc-

tul a = (as,...,a,) se numeste punct de minim (respectiv maxim)local
al lui f dacd pentru orice punct = (z1,...,z,) din acea bil3 avem

f(z) = f(a) (respectiv f(z) < f(a)).

Definitia 7.2. Un punct a € A se numeste punct critic (sau stationar)
pentru functia f dacd f este functie diferentiabild In punctul e gi , in plus,
df (a) = 0.

Teorema 7.1. (teorema lui Fermat) Dacd functia f este diferentiabild
intr-un punct a € A, care este punct de extrem local al lus f, atunci acest
punct este critic pentru f.

Observatia 7.1. Reciproca teoremei 7.1. este falsi . De exemplu,ludm
. . 0 0 :

A=TR2 f(z,y) = 7y si a = (0,0). Evident %(a) = 55(0,) = 0, deci df (a) =

= 0, adicd a este punct critic pentru f. Dar diferenta f(z,y) — f(0,0) = zy

nu are semn constant in nici o bild centraté In origine, adicé (0,0) nu e punct

de extrem local pentru f.

Corolarul 7.1. Dacd f este o functie de clasd C' pe un deschis
A C R", atunci extremele locale ale lui f in A se afld printre solutiile situate

133
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in A, ale sistemului

of 9f
3(171 0

In continuare, vom da conditii suficiente de extrem (Teorema 7.1 gi Coro-
larul 7.1 dau numai conditii necesare de extrem!). In prealabil este necesar
analogul multidimensional al formulei lui Taylor.

Dacd f: A — R este o functie de clasd CP(A), unde A C R" este o
multime deschisid §1 dacd fixdm un punct a = (a3,...,a,) € A, se noteazéd
To(z) = (21— 01) 2L (0) + ...+ (T — an) 2L (), Yz € A. Fie [Tu(z)]®,

2 < k < p, puterea simbolicid a polinomului T,(z), obtinutd aplicind
k

formula tip binomul lui Newton, cu conventia de a inlocui (%(a)) cu

o5 f, ~ (8F A\ 8 9

@ (@) 8L cu E-(0) et

Teorema 7.2. (formula lui Taylor) Fie f, A, a ca mai sus. Alegemr >0
astfel incdt B(a,r) C A. Atunci pentru orice z € B(a,r) existd un punct
£ € [a,z] astfel incdt

£(@) = F(@)+Ta@)+5:

e 21

(21,...,22)=0,..., =—(21,...,2,) =0

1
(p-1)!

unde in puterea simbolicd [T ()], derivatele de ordin p sunt calculate in
punctul .

(To(@)@+.. .+ (Tu(z )](”“1)+ T2 (@)@,

Observatia 7.2. Formula din Teorema 7.2 este numitd uneori dezvoltare
péand la ordinul p—1 a lui f in jurul punctului ¢ (sau dupa puterile
lui 23 —a1,...,Tn — an).
Observatia 7.3. Fie f o functie de clasd C* intr-o vecindtate a unui
punct ¢ € IR"; functiei f i se poate asocia ”seria Taylor” in punctul a
1 1 1

Z;‘{Ta(w)](p) = f(a) + iTa(w) + E[Ta(x)](z) + .... Daci aceastd serie
p>0"" ' '
este punctual convergentd si are suma f(z) in vecindtatea lui a, se spune
cd f este analiticd reald in punctul a. Functiile analitice au proprietati
remarcabile gi sunt utilizate in electrotehnici , In mecanica cuantici etc.

Corolarul 7.2. Dacd f € CP(A),A C R™ deschis, atunci in vecindtatea
oricdrus punct a € A are loc formula

1

(@) = H@)+ L)+ G L@ O+ . A = L@ S o(fo—al?)

(p— )!:

Corolarul 7.3. Fie A C R? un deschis s f: A — R o functie de clasd
C?(A), atunci pentru orice punct (z,y) din vecindtatea unui punct fizat
a = (z9,y0) € 4, are loc formula

o) = Haow)+ 1 (o =au) () +-v0) (5 |+
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B 5% f f \ | 52 F\
o {(z ~a0 (g ), 2= (5 ) + -0 (] )J ,

unde £ este un punct situat pe segmentul ce unegte a cu (z,y),adicd ezistd
0 < 0 <1 astfel incat

¢ =((1—6)zo + 0z, (1 - O)yo + 8y) = (z0 + 0(z — 20), y0 + (y — ¥o))

Teorema 7.3. Fie f: A — R o functie de clasd C? pe un deschis A C R2.
Fie a un punct critic al lwi f (adicd df(a) = 0). Dacd forma pdtraticd
d?f(a) este pozitiv definitd (respectiv negativ definitd ), atunci a este punct
de minim (respectiv mazim) local pentru f.

Metode de determinare a extremelor unei functii de mai multe
variabile
I) 1) Se determind punctele critice din sistemul

0 0
6—3‘2__(3;1’.“’1:”) =0a~--a8—a{;($1:---a$n) =0
Fie a = (a1,...,an) un astfel de punct critic.

» . . (e 2 \
2) Se scrie matricea hessiand H = (gé—,af—_(a ))
: vi0%; 1<i,j<n

3) Se determind valorile proprii ale matricei H. ‘

Daca toate valorile proprii sunt strict pozitive, atunci a este punct de
minim local.

Dacd toate valorile proprii sunt strict negative, atunci a este punct de
maxim local.

Daca unele valori proprii sunt strict pozitive gi altele strict negative,
atunci @ nu este punct de extrem (se numeste punct sa).

Daca 0 se afld printre valorile proprii,atunci studiem separat semnul
diferentei f(z1,...,2Zn) — f(a1,...,an) cu ajutorul dezvoltarii Taylor.

II) Cazul n = 2:

1) Se determind punctele critice din sistemul % = (), % = 0.
Fie a = (a1, a2) un astfel de punct critic.

2) Calculim rg = 82f(a ,82),80 = ﬁ(a, as),to = 2y

0 8z2 \*1, 42/, 90 dzoy \*1: 42/, %0 By2

@2 f((a1, az)(dz, dy) = rodx? + 2s0dzdy + tody®

Daci g > 0, roto—s3 > 0, deci d2 f((a1, a2)(dz, dy) > 0, atunci a e punct
de minim local.

Daci rg < 0,7gtg—s3 > 0, deci d2 f((a1,a2)(dz, dy) < 0, atunci a e punct
de maxim local.

Dac roto — s2 < 0, atunci d?f((a1,02)(dz, dy) nu pistreazd semn con-
stant, deci a nu poate fi punct de extrem local.

(a1,a2) si
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Dacs rotg—sZ = 0, atunci d2 f({a1, ag)(dz, dy) e semidefinitd , deci pentru
a stabili dacd a este sau nu punct de extrem studiem semnul diferentei
f(z1,z2) — f(ai,a2) cu ajutorul dezvoltarii Taylor.

III) Fie K ¢ R™ o multime compactd si f o functie de clasi C! pe
un deschis care contine K. Extremele globale ale lui f pe K sunt atinse in
puncte din K. Dacé aceste puncte apartin intericrului lui X, Int (X), atunci
ele sunt in mod necesar puncte critice si pot i determinate aplicdnd teorema
lui Fermat.Daci ele nu apartin lui Int (K), atunci ele apartin frontierei lui
K,Fr (K) si sunt necesare alte metode pentru determinarea lor (de exemplu,
metoda multiplicatorilor lui Lagrange ce va fi dezvoltatd ulterior).

Teorema 7.4. (Teorema functiilor implicite) Fie ®1(z,y), - -, Pm(z,y)
m functii cu valori reale de cdte n + m variabile reale z = (21,...,2Zn),
y = (y1,. - ,Ym), pe care le presupunem de clasd C' pe un deschis U din

R™™ Fie M = {(z,y) € U/®1(z,y) =0,...,Pm(z,y) = 0}. Presupunem

cd tntr-un punct (a,b) € M C R™™ avem %q)l' ’5:) (a,b) # 0. Atunci
exista un deschis A C R", un deschis B C IRm si o functie ¢: A — B
de clasd C! astfel incdt ¢ € A,b € B,b = ¢(a),A x B C U gi,in plus,
M N (A X B) sd coincidd cu graficul lui @, adicd

{(z,y) € A x B/®1(z,y) =0,...,8m(z,y) =0} = {(z,¢(z)/z € A}

Consecinte ale teoremei functiilor implibite

1) Fie F(z,y) o functie de clasi C? pe un deschis U ¢ R? si (a,b) € U un
punct astfel incat F'(a,b) = 0si 3 of (a b) # 0. Atunci, cf. Teoremei 7.4,existd
o functie ¥ = y(z) de class C? mtr—o vecindtate W a lui ¢ (numitd gi functie
implicitd definitd de relatia F(z,y) = 0) astfel incat F(z,y(z)) = 0 In
orice punct z € W. Cum functia y exista , se pot calcula derivatele de
ordinul I gi IT in punctul curent din W, derivand relatia F(z,y(z)) = 0 in
raport cu z, conform regulii de derivare a functiilor compuse:

oF  of . _ (7.1)

Derivand din nou In raport cu z relaia (9.1) se obtine

7.2)

~~

8°F  B°F ,+y,<32F 8°F ) oF |,

3m2+6a:8y'y 8x8y+5y2y Tav: =0

Din relatiile (7 1) si (7.2) se determind ¢/, 3" in punctul curent (din W).
Punctele in care =0, %ﬁ = (0 se numesc puncte singulare pentru curba
F(z,y)=0.

Extremele functiei implicite y = y(z) definitd de relatia F(z,y) = 0 se
determing punénd conditia necesard 3y’ = 0, adicd rezolvind conform (7.1)

sisternul
OF oF \

F(z,y) =0, 5-(2,) = 0, 5-(2,3) #0 (7.3)
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Pentru precizare, este suficient de aflat semnul lui 3’ in fiecare din
punctele critice (In ipoteza cd y” este nenul acolo); din relatia (7.2) rezults
cd

8°F
y" = — 827 Geometric, determinarea extremelor functiei implicite y = y(z)
revine laoyaﬂarea punctelor de ordonatd maxim3 si minima situate pe curba
F(z,y) =0.

2) Fie F': U — R o functie de clasi C? pe un deschis U C IR3. Relatia
F(z,y,z) = 0 definegte local, In conditiile Teoremei 7.4, o functie z = z(z, y)

astfel incat s& aibd loc identitatea F(z,y,z(z,y)) = 0. De§i in general

2, 52, §2,
aceastd functie nu se poate explicita efectiv, se pot calcula 22 g; g, gyz 0%z

8y’ 9zdy?
derivind relatia F(z,y, 2(z,y)) = 0 in raport cu z,y si ob’gmem
8F oF
92 _ 5 92 _ & (7.4)
: 3F ' g oF ‘
Oz & Oy e

Pentru a determina extremele locale ale funcgiei z(z,y) este necesar s aflam
punctele critice , rezolvand sistemul F(z,y,2) =0, % =0, %—5 0,4 +

# 0, apoi si aflim semnul expresiei 7oty — s2 etc. Geometric, aceasta revine
la a determina punctele de cotd maximé sau minima situate pe suprafata
F(z,y,z) =0.

3) Fie F(z,v,2), G(z,y, z) doud functii de clasi C! pe un deschis U din
R3. Sistemul de relatii F(z,y,z) = 0,G(x,y,2) = 0 poate fi rezolvat in
raport cu y i z si sunt definite,in conditiile Teoremei 7.4, functii y(z), z{z)
(de exemplu,in vecindtatea oricdrui punct (a,b,c) € U unde F(a,b,¢) =
=0,G(a,b,c) =0, %((‘;G (a, b, ¢) # 0). Pentru calculul derivatelor ¢/ (), #'(z)
nu se deriveazi y, z In raport cu z (péntru ¢ acestea nu sunt explicitate efec-
tiv), ci se deriveaza in raport cu z relatiile inii_;iam care au definit y(z), z{z);
atunci rezultd %g + %1; Y+ ‘?9}: "'=0, "’S + 2 dg Y+ 52 32 -z =0, de unde,
cu ajutorul regulii lui Cramer, obtinem ¢/, 2.

Definitia 7.3. Fie f(z,y),z = (z1,.-,%n), ¥ = (¥1,.--, ym), [ U — R
o functie de n + m variabile reale,cu valori reale,de clasa C1 pe un deschis
U C R™™ (numitd functie-scop sau functie-obiectiv). Presupunem ci
existd m "legéturi” intre variabilele z,y, adicd m relatii de forma

g1z, y) =0,....9m(z,¥) =0,0:: U - R (7.5)

de clasi C}(U),1 <i<m. Fie M = {(z,y) € U/gi(z,y) = 0,1 <i < m}
multimea punctelor din U care verificd legéturile (7.5).

Se numeste punct de extrem local al functiel f cu legdturile (7.5)
orice punct {zg,y0) € M pentru care existd o vecindtate W C U astfel incét
diferenta f(z,y) — f (o, yo) s8 aibd semn constant pentru orice
(z,y) EMNW.
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Teorema 7.5. (Lagrange) Cu notatiile de la inceput, presupunem cd (o, yo)
este un punct de extrem local ol lui f cu legdturile (7.5) si cd

D(glv .o )gm)
0, Yo 7é 0 7.6
D(yl,..-,ym)(— ) (79)
Atunci existd m numere reale A1,. .., A\m (numite multiplicatori Lagrange)

astfel incat considerdnd funcio F' = f+ X g1+ ...+ Amgm, punctul (zo, yo)
sa verifice in mod necesar sistemul de n + 2m ecuatii

OF _, OF

=0, —=0,,=01<7<n1<k<m1<1< 7.7
5z~ " oy g=01<j<n1<k<m m) (7.7)

cu n + 2m necunoscute A, z,y.

7.2 Probleme rezolvate

1. Folosind polinomul Taylor de gradul doi, si se calculeze valoarea aprox-
imativad pentru /1,03 - /0, 98.

Solutie. Se considerd functia f(z,y) = /Z ¥y pe care o dezvoltim
dupa formula lui Taylor in punctul (1, 1), pentru A = 0,03, k = —0, 02:

VLU3 Y098 = f(1+h1+k) =~ f(1,1) + 58 DA+ E (1, 1)K+
+2[&4, 1)h242§5g 1, 1)hk+‘§fic2}_ 1+ (5-0,03—%-0,02) |
+2 (~1.0,0009 — 20,0006 — £ - 0,0004) = 1,0081 =

2. S¥ se determine constanta k astfel incit f(z,y) = 522 + 62y + 5y?—
—16x — 16y + k sa aibd un minim egal cu 0.

Solugie. Determinam punctele critice din sistemul

6)i;=10:z:+6y—16——-0

oz

of

o= 6z+10y 16 =0
gi obginem (1,1)
Avem rg = g —102&0— °f r-6so dizgyzzti

Cum rgtg — 30 =60 — 36 = 24 > 0,79 > O,rezultd cd (1,1) e punct de
minim. Valoarea minima a functiei este fuin(z,y) = f(1,1) =0 =
= k=16 O
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3. S& se giseascd punctele de extrem local pentru functiile:
a) f(z,y) = (z+ 1) + (y — 2)?",n,m € N*
b) f(z,y) = y* — 8> + 18y — 8y + 23 — 322 — 3x;
¢) flz,y) =sinz-siny-sin(z +y),0 <z < 27,0 < y < 2m;
d) flz,y) = 2% + y® — 423 — 3% + 3y;

e) f(z,y,2) =sinz +siny + sinz —sin(z + y + 2), (2,9, 2) € (0,7)x
X(Oaﬂ-) X (O,W);

f) flz,y,2) = zy’2%(a — z — 2y — 32),a > 0, (z,y, z) # (0,0,0)

Solutie. a) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

8f 2n—1 __
B =2n(z+1) =0

@c- — __0\2m-1 _
By 2m(y — 2) =0

Obtinem punctul M(—1;2). Deoarece roto—s2 = 0, vom studia semnul
diferentei f(z,y) — f(—1,2) = (z + 1)?" + (y — 2)?™ > 0, deci M este
punct de minim

b) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

ﬁ=3x2—6z~3=0

oz
?—i=4y3—24y2+36y—8=0
Oy

Obtinem punctele:
Mi(1++v2,2), Ma(1+2,24+/3), M3(1+v/2,2—/3), My(1-/2,2),
Ms(1—+/2,2 +/3), Me(1 — v2,2 - V/3)

Deoarece g—:g = 6z — 6, égy 0, ~§ 1292 — 48y + 36 avem:

pentru M]_,T()tg — 50 = —72v/2 < 0, deci M; nu este punct de extrem
pentru ]Lf[g,mto — 50 144+/2 > 0,79 = 6+/2 > 0, deci Ms este punct

de minim
pentru Ms,rgto — s% = 144v/2 > 0,79 = 6v/2 > 0, deci M3 este punct
de minim
pentru My,roly — 33 =722 > 0,79 = =62 < 0, deci My este punct
de maxim
pentru Ms,rgtg — 85 = —144/2 < 0, deci M5 nu este punct de extrem

pentru Mg, roto — 3 = —144v/2 < 0, deci Mg nu este punct de extrem
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¢) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

0 . . L . .
5p = 8 z-sin y-sin(z+y)+sin z-sin y-cos(z+y) = siny-sin(2z+y) =0

0 . : : :
7\1 = sin z-cos y-sin(z+y)+sin z-sin y-cos(z+y) = sin z-sin{z+2y) = 0
Obtinem punctele M (m, 7), Ma(Z )
. . d . 8?
Deoarece E;; = 2siny - cos(2z + y), ng = sin 2(z + y), ;9—3;% =
= 2sinz - cos(z + 2y) avem:
- pentru M;y,rotp — sg = 0 si nu putem spune nimic.
Vom folosi formula lui Taylor.Deoarece diferentialele de ordin unu si
doi sunt nule, trebuie s& consideram in formula lui Taylor termenii de
ordin superior:
/o) d
flz,y)— f(m,m) = %[(w—7)3dz§(ﬂ ™)+ 3(:6— )%y — 1) g2l (m, m) +
5°
+3(z — m)(y — m)2geka (m, ™) + (y — 135k (m, )] = %[6(z — m)2(y—
—7) 4+ 6(z — 7)(y — 7)? ce ia si valori pozmve gl valori negative intr-o
vecindtate a lui (7, 7), deci M; nu este punct de extrem.

- pentru My,roty — 33 = % > 0,70 = —v3 < 0, deci M» este punct de
maxim

d) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

O _ 4e® 1227 =0
oz
0
8f =3y* ~6y+3=0
Obtinem punctele M;(0,1), Ma(3,1)
Deoarece g—ié = 1222 — 24z, a‘i(fy = O = 6y — 6 avem:

pentru Mi,roto — s2 = 0. E necesar studlul diferentei f(z,y) — f(0,1)
in vecindtatea lui Ml, cu formula lui Taylor. Obginem
f(:z,y)—f(O,l) 437 +( 1)

Aceastd expresie are semn variabil in vecindtates lui M7, fiind pozitiva
in punctele (0,1 4+ A) cu A > 0 si negativd in punctele (0,1 — A) cu
A > 0. Asadar, M; nu este punct de extrem (e punct ga)

Analog pentru Ms. Se dezvoltd f(x,y) — f(3,1) in jurul lui My, adicd
dupd puterile lui z — 3 §i y — 1 si dupé calcul rezultd

flz,y) = f(3,1) =18(z - 3)* +8(z = 3)* + (z - 3)* + (y — 1)* =

= (z —3)%(z? + 2z +3) + (y — 1)% > 0, deci My este punct de minim
e) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

3}
—izcosx—cos(:r;—i—y—l—z):O

Oz
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of
gg—cosy—cos(:n+y+z)—0
of _ -
5, = o08? cos(z+y+2)=0

Se observa cé avem cosz = cosy = cosz = cos(z + y + z). Aceasta
implicd z = y = z in intervalul de definitie. Inlocuind aceastd relatie
in una din ecuatii , obtinem cosz = cos3z sau —2sinz -sin2z = 0
rezultd z = 7, deci avem un singur punct critic M (%, 5, §)

Avem g—ié == —sinm+sin(:c+2y+z), %—;{:— = —2siny+sin(a:—l—y+z), g—}f =
= —sinz + sin(z + y + 2), aigy = gygz = 2L =sin(z +y+2)

Scriemn matricea hessians

—sinz + sin(z + y + z) sin(z +y + z) sin(z + y + z)
H= sin(z +y + 2) —siny +sin(z + y + z) sin(z +y + 2)
sin{z +y + 2) sin{z + y + 2) —sinz +sin(z + y + z)
-2 -1 -1
Atunci HM)=| -1 -2 -1
-1 -1 -2
9 _1 -2 -1 -1
Avem A; = -2<0,A = =3>0A3={ -1 -2 -1}=
-1 - -1 -1 =2

=-4<0
Asadar, M este punct de maxim local.

f) Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

o
5% =122 (a—z -2y —32) —xp?2% =
0
8_f = 2zy23(a — z — 2y — 32) — 2zy%2® = 0
Y
0
-8—f = 3zy?2% (0 — 2 — 2y — 32) — 3zy%2® = 0
z
Rezolvand sistemul gdsim punctul z = y = 2 = 2. In punctul
2 r 5 2 . 5 2 5 A2
M(3,9,8) ovom £ = 2 %,26 =0 £, 20— 12 £ -
_ 0°f _ 5 9% _ Bzg’f —_ 5 8% _8%f _ _p. df
— Oyoz —ﬂz'%’f)zaz T 8z0z _—3'%’8y8z — 320y —_b'%'
Matricea hessiand In punctul M este
9.2 _9.8 o
T T 7
H(M) = —2-‘;—2 —6-2 —6 %5
-3 % —6-% -12-%

|
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. ob -2 fg -2 3; ! 10
Obtinem Ay = —-2- 25 < 0,Az = n S |=8 2% >
~2-% —6-% |
a,5 a5 05 I
2w Tim mhm o

>0,A3=| 2% -6-& -6-% |=-18-85<0

i 3.2 _g.a& _19.¢a°

1 75 75 75
Asadar, M este punct de maxim. O

4. Sisearatecd f: R? — R, f(z,y) = (1+¢¥) cosz —yeY are o infinitate
de maxime locale si nici un minim local.

Solutie. Punctele critice sunt date de solutiile sistemului

of 0\ e
B (1+e¥)sinz =0
OF _ icosz —1—1) =
3 =eY(cosz —1—y)=0

Din prima ecuatie rezultd punctele critice ) = km, k € Z si din cea
de-adouays =cosz— 1=y, = (-1 - 1,keZ

Obtinem derivatele de ordinul doi:

gi—é = 2—(1+ey)cosw,g%§ =e¥(cosz —1—y) —e¥ =e¥(cosz — 2—
~Y); aaxgy = —e¥Ysinx
Avem ro = T (2, yo) = —(1+ %) cos z = —(1 + &%) - (~1)%,t0 =

Lyt
2 3 2
- gy, (zg, y) = ¥ ((=1)F =2~ (=1)F+1) = —e¥*, 50 = égy (Tk, Ys) =

=0
Atunci rotg — 5% = (—1)Fe¥* (1 + &%)

Pentru k=par, rotg — s% > 0,79 < 0, deci avem o infinitate de maxime
locale

Pentru k=impar, rotp — s3 < 0, deci (zx,yx), k¥ € Z nu sunt puncte de
extrem |

5. S& se giseascd extremele functiei

1,z Y z | .
_-l—-+-+——.—u, z,y,z,u>0
T, Yy,z,U)= € Y z
f( /y ) {0’

Solugie. f(z,y,z,u) = f(0,0,0,0) = 0 = (0,0,0,0) e punct de
minim local

Restrictia lui f la z,y,2,u4 > 0 este de clasd C*°. Punctele critice ale
acestei restrictii sunt solutiile sistemului:

of 1 1

8z 2
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of T 1
ay = e
of  y 1
Oz z2+u 0
of z

pu= @0

Obtinem punctul (1,1,1,1). Calculdm derivatele partiale de ordinul
doi in acest punct-

_ff_af f - 0f o 8 _ O8f _ 8f _ Of _ Of _
Bz a2 6 ou? Y 8zdy Oyfz — 020y — 9ybz — 0Bz0u
_ _O6f _ —1 of _ of _ of _ of _ o8f _ of _ 0

— Budz Y Oxdz ~— 0z08z ~ Ozdu = Oudz ~ Oydu Oudy

Scriem matricea hessiand In acest punct si aflam valorile proprii din
ecuatia caracteristicd :(2—A)*—3(2—X)?+1 = 0 cu ridécinile A\; 034 =

=2F 4/ 5= 3+‘/_ Cum toate valorile proprii sunt strict pozitive, rezulta
cd (1,1,1 1) este punct de minim local O

6. S& se calculeze y',y” pentru functia y = y(z) definitd implicit de
ecuatiile In\/z2 + y2 —arctg £ — 1 =0,2% + ¢* # 0.

Solufie. Fie F(z,y) = In(z? + y?) — arctg ¥ — 1 = 0. Atunci

o s 2o (- )
I B VE%Hy? 222492 1+(¥) =) _  zt+y _ zty
y=—or =7~ 1 oy 1 _ 1 T Ty-zT z-y

&y Vz2+y? 2V/=2+y2 1_,_(%)2 z

2HY Y (o ; _zty
v _ )yt eri—y) _ (HER)Ee-ure(1-538)
s = (@—)? = @)
2(1'2—23?:’_?42) D
(z—-y)

7. S& se arate ci daca functia z = f(x,y) este definitd implicit prin
(y + 2)sin z — y(z + z) = 0, atunci este satisfdcutd ecuatia
zsinzg Z -y gy 0.

: 0z _ i Oz __ z+z—sin z
SOlume' Avem 8z ~ (y+z)cosz+sinz—y'0y ~ (y+2)cosz+sinz—y

az 20z _ ylzsinz—y(zt+z—sinz)] _ y((y+z)sinz—y(z+z)] __
Asgfel zsin 29z — Y 8y — (ytz)cosztsinz—y ~  (y+z)cosz+sinz—y 0

8. Si se calculeze dz si d%2 in punctul Mp(2,0,1) pentru functia
z = f(z,y) definits implicit prin 222 + 2y% + 22 —8z2 — 2+ 8 =

Solugie. Avem

8z _ 8z—4ux 8z _ _ —Yy
Oz — 2z—8z—1’0y ~ 2z—8z-1

Derivand aceste relatii in raport cu z si y §i tindnd cont ¢ z = f(z,y)
deducem
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%z _ 563+4"(563’+8)g—: _ 112(22+22%-8zz~2)—4
8z2 — (22—8z—-1) - T (22—8z—1)3

52, _ Sy(E-4) _ 32(7z+1)
8zdy — (2z —8z—1)% — (2z—8z-1)3

6'2 ( ~82432z+4)(22—8z—~1)—32y?
By? (2z2—8z—-1)3

Deoarece 2(Mo) = $&(My) = O,rezultd dz(Mp) = 0.

Apoi £2(Mp) = £, amay(M )=0,2% ay = 1%, deci d®2(Mp) = & ((dz)®+
+(dy) ]

Altd metoda :

Diferentiem relatia de definitie si: obtinem:
(x)dzdr+4ydy+22d2—8zdz—82dz—dz = 0 = dz = (87;iz)g; fydy —
= dz(Mp) =0
Diferentiind incd o dati relatia (%), observand ci dx si dy sunt con-
stante si dz este o functie obtinem

4(dz)? + 4;(cly)2 + 2(dz) + 22d2%z — 8dzdz — 82d%z — 8dzdx — d?z =
=0=d?z= &E 1f16d:1:dz — 4(dz)? — 4(dy)? — 2(d2)?] =
= d’2(Mo) = (dw) + (dy)?] O

9. Functiile u = ¢(z,y),v = ¥(z,y) sunt definite implicit de relatiile

u+v=z+y,zu+yv=1 Sise calculeze g};,gz,gz gﬂ

Solutie. Derivand cele doud relatii in raport cu z obtinem sistemul

Ou  Ov _
or Oz
%_‘_ @_—_u
Yo Yoz T

Rezolvéand sistemul obtinem ¢ = %—;‘{ o — ';fi_:

Derivand cele doud relatii in raport cu y obtinem sistemul

Ou N v _y
8y au

:1:% + @ = —v
Oy y@y

— vty Ov _ vz
Solutiile sunt ay = = 0y = 1y

Altd metods :

Prin diferentierea relatiilor de definitie obtinem sistemul

du 4+ dv =dz + dy
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zdu + ydv = —udz — vdy
cu solutiile du = 2dz + 24y §i dv = 22z + B4y,
Deoarece du = Gtdx + S—Zdy si dv = £dz + %dy, prin identificarea.

cu relatiile de mai sus, obtinem expresiile pentru g—;‘—, %:j, g—;’, -373. O

10. S& se determine punctele de extrem ale functiei implicite y = f(z)
definitd prin F(z,y) = 22 — 2oy + 5y — 2 + 4y + 1 = 0.

Solutie. Conform (7.3), punctele critice sunt solutiile sistemului

OF
=2 -2—2=
Oz T 0
oF
— =-2z+10y+4+#0
3y T+ 10y +4#
F(z,y)=2%—2zy+5y° — 20 +4y+1=0
Rezolvand acest sistem obfinem z =1,y =0sgiz = %, Yy = —%
a%F
Decarece f"(z) = —-‘Z’Tﬁ?—r rezultd cd f7(1) = —1 < 0, deci z = 1 e punct
2
de maxim. ’
Cum f” (%) = 1> 0 rezultd cd z = % e punct de minim. O

11. S& se discute in functie de parametrul real a, extremele functiei
r — y(z) definitd implicit de ecuatia F(z,y) = zy® — yz? = 2a° si
de conditia y(2a) = a(l + v2).

Solutie. Conform relatiilor (7.3), aflim punctele critice din sistemul

%(waysz) = y2 - 213?] =0

OF
oy
F(z,y) = zy* — yz* = 2°

(z,y,2) = 2zy — 2> # 0

Obtinem solutia (a, 2a), a # 0 coerentd cu conditia y(2a) = a(1 + v/2)
(deoarece se verificd 2a[a(1+v/2)]? —a(1++/2)(2a)? = 2a®). De aceea
z = a este punctul critic al functiei implicite y.

32F
Atunci y/(a) = —%—(a) _ _34_a

By
Dacd a > 0 (respectiv a < 0), atunci z = a este punct de minim
(respectiv de maxim) O
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12.

13.

S& se afle extremele functiei z = 2(z,y) definitd implicit de ecuatia
F(z,y,z) =2+ 92+ 22 -2 -2y - 7=0.

Solutie. Aflam punctele critice din sistemul

F(z,y,2) =0

oF

6113 (xa y) Z) = 0

OF

- \T, Y2z =0

ay( Y,2)

oF

- z)#0

5, (&%) #
adica

2+t 22—22-2y—7=0
2 —2=0
2y—2=0
22 # 0
Obtinem punctele A(1,1,3), B(1,1, —3)
oF _ ‘6—11:‘ - 2, 2 -1 2

Avem g—; - _'a%' =—321,g—; — _—;é - *yzl=g_xf - _Z*'E+)’
8%z _ (z=1)(y=1) 8%z _ _ {y=1)2+7*
dzby — 23 *oy? T 28
Pentru punctul A,rgte — s% = % > 0,rg = —%— < 0, deci A e punct de

maxim

Pentru punctul B,rgty — sg = % > 0,m7g = %— > 0, deci B e punct de
minim O
S& se gdseascd punctele de extrem ale functiei (z, y) — 2(z,y) definitd
de ecuatia F(z,y,z) = 22 + 2y? + 2% — 4z — 12 = 0 si de conditia
2(1,0) =2 + /15,

Solutie. Aflim punctele critice din sistemul

Flz,y,2) = 2> + 2% + 22 — 42— 12 =0

F
—-—8&3 (Z,9,2)=22=0
oF
—a—g(a},y,z) = 4y =0
OF

5;(:1),:[/,2)—_—22—4#0
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ce are solutiile M;(0,0,6), M»(0,0,—2). Dintre acestea numai M este
in concordantd cu ipoteza z(1,0) = 2 + v/15. Astfel, punctul critic al
functiei implicite z este (0,0).
Folosind relatiile (7.4) obtinem :

27
ro = 22(0,0) = —% < 0,50 = My(o 0) = 0,t0 = §5(0,0) = —3,
deci rotg — 82 = £ > 0 si cum g < 0, rezult ci (0,0) este punct d
maxim D

14. S& se gdseascd extremele functiei f(z,y, z) = 22 + y® + 22 cu legitura
2r+ 3y —z=1.

Solutie. Problema se poate reduce la o problema de extrem liber inlocuind
in expresia lui f pe z din legiturd . Rezulty f = z2+y%+(2z+3y—1)2

Aflam punctele critice din sistemul

of
a—m-—2$+4(2$+3y—1)—0
—8—£-=2y+6(2x+3y-—1)=0

1l =23
ce are solutiile z = 2,y = 73
3

2.
Avemm:g?é(% 11) = 10, 50—6%?3%(% 14
= 20, deci rotp — g=56>0§1 cum rg = 10 > 0, rezulta ca,(

punct de minim O

-\m—'
e
p

15. S& se determine extremele functiilor cu legaturile indicate:
a) f(z,y,2) =28 + 3+ 2822+ 92 +22=3,2> 0,y > 0,2 > (;
b) f(z,y.2) =zyz,z+y+2z2—-5=0,zy+yz+2c —-8=0

Solutie. a) Scriem functia lui Lagrange F(z,y,2) = 2® + 33 + 23+
+A(z? +y? + 22 - 3)

Rezolvam sistemul

QF——&%‘ + 22 =0
oz
a—F——3y +2\y =0
oy
8—F=322+2)\z=0
0z

2+t +22-3=0
z>0,y>0,2>0
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si obtinem solutille z =1,y =1,z =11 = -2

Calculé’,m derivatele de ordinul doi ale functiei F in punctul (1,1,1) si
avem §5(1,1,1) = 28(1,1,1) = 25(1,1,1) =3, &L (1, 1,1) =

2 2 2 |
= g%g;(1,1,1) = gz;;(l L) =§£1,11)=££01,1,1) =
=£L(1,1,1)=0
Scrlem diferentiala de ordinul doi a functiei F In punctul (1,1, 1):
d’F(1,1,1) = 3[(dz)? + (dy)* + (dz)?] > 0,deci (1,1,1) e punct de

minim

b) Functia lui Lagrange este F'(z,y, z) = zyz+ A1 (z+y+2z-5)+ Ao (zy+

+yz + zz — 8)

Rezolvam sistemul
oF
-— —- -+ 7z =
52 Yyz+ A+ dy+ doz=0
OF
— =zZ+ A1+ X+ Xz=0
Oy
oOF
szy+)\1+)\2y+)\ga:=0

z+y+z—-5=0
zy+yz+z2c—8=0
si obtinem solutiile:
D=0 = 4,00 (4.4
2,1),

\_/\,
=
A
;_.L
Lo @
S
N
|—.l
Y
>

2) A\ =4, A = =2, My(2,
82F __ B%°F _ 9?F 62F _ aZF . 2F __ 8*F _
Avem Gor = ByZ = 52 T =0, Bz0y — Bgog — 2 T >‘2= P26z — 0207 —

0% F 0%F
=y+/\2’8y8z = 0208y =.’1¢+>\2

Diferentiala de ordinul doi a functiei F' este d*F = 2(z + A\g)dzdy+
+2(z + A2)dydz + 2(y + A2)dzdz

Diferentiem legaturile gi obtinem
drz +dy+dz=0
(y+z)dz+ (z+z)dy+ (z+y)dz=0

1) Avem d’F (M) = 2dzdy si dz + dy + dz = 0, l:}da: + %dy + %dz =
= 0. Rezultd c& dz = —dz — dy, deci introducénd In a doua ecuatie
obtinem dz = —dy, asadar dz = 0, de unde d*F(M;) = —2(dz)? <

< 0 = M, e punct de maxim.

Analog se aratd cd My si M3 sunt puncte de maxim.
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2) d*F(M,) = —2dzdy si dr+dy+dz = 0, 3dz+3dy+4dz = 0,de unde
rezultd cd dy = —dz,dz = 0. Asadar, d?F (M) = 2(dz)? > 0 = M,
e punct de minim.

Analog M5 si Mg sunt puncte de minim. O

Fie M = {(my) € R?/x >0y>0,2-1-y< 1} ¢t f: M — R,
flz,y) = (- 1) +2y. S segiseasci max f(z,y) st min f(z,y).
JeM (zy)eM

Y

Solutie. Cum f e continua i M e compacta rezultd ci f este marginitd
si isi atinge marginile.

In Int(M), f e diferentiabild gi punctele de extrem,daci exists , se afld
printre solutiile sistemului

%=3(w—1)2=0

Deci functia neavand puncte critice in Int(M), nu are nici puncte de
extrem si atunci le ciutdm pe Fr(M) = [OA] U [AB] U [BO]
Multimea M reprezintd un triunghi de varfuri O(0,0), A(2,0), B(0,1)
Consideram fl ‘ [07 2] - R, fl(m) = f/[OA](a'ay) = f(xa 0) -
= (z—1)3. Daci sunt puncte de extrem In Int([OA]), acestea anuleazi
pe fi: fi =3(z — 1) = 0=z =1 si deoarece Py(1,0) € Int([OA4]),
acesta ar putea fl punct de extrem pentru f.Pe [OA] puncte de extrem
ar mai putea fi 0(0,0), A(2,0)
Caut puncte de extrem pe [BO] si consider fs: [0,1) — R, fz( ) =
= f/iBo)(z,v) = f(0,y) = —1+2y si cum f;(y) # 0, Vy € [0, 1],functia
fo 151 atinge extremele in O(C,0) sau B(0,1).
Caut puncte de extrem pe [AB] si consider f3: [0,3] — IR, f3(z) =
= f/!AB](T)y) :f<$,1—‘ %) = (:I:— 1)3+2_1
Cum fi(z) = 3(z — 1)% —~ 1 = 0 are solutiile z; 2 = %‘/‘6’, iar
P, (—3+\/§ ——3“/5) P, (——3“\/5 3+v3 3) € Int([AB)), acestea ar putea fi
puncte de extrem in Int([AB]). Pe [AB] am mai putea avea puncte de
extrem in A(2,0), B(0,1).
Asadar, pe M posibilele puncte de extrem pentru f sunt O, A, B, F, P,
P,. Deoarece f(0, 0) =-1,f(2,0) =1, f(0,1) = 1, f(1,0) = 0,
f(3+\/§ 3—«/5) =12 f(s—\/'é 3+\/§>_1+%_=>

3v3

6

= ax f(z,y) = f(& mln z, ]
(I,I})er( Y) (2)( min, f( y) =
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17.

18.

Sa se determine i%ff (z,y) st supf(z,y), pentru functia f(z,y) = 2°+
D
+y2 =3z —-2y+1,unde D:z? +42 <1,

Solutie. Cum D e compactd si f e continud , atunci f e méarginita
si 151 atinge marginile. Vom determina extremele functiei situate in
interiorul cercului z2 + 3% = 1 si apoi extremele functiei situate pe
frontiera cercului gi vom compara valorile extreme ale functiei.

Extremele functiei situate in interiorul cercului se afld printre solutiile
sistemului:
of

5 =2x—3=0
Of

9y 9=
By y—2=0

Obtinem zg = %,yo = 1. Avem 2 + yE = 173 > 1, deci extremele nu
pot fi In interiorul cercului.

Deci punctele de extrem ale functiei se vor gasi pe frontiera cercului.
Calculim extremele functiei f cu legitura 22+ y? = 1. Scriem functia
lui Lagrange F(z,y) = 2?2+ =3z -2y + 1+ AM(z? + 42 = 1)

Aflam punctele critice din sistemul

F
8—-=2x—3+2)\x=0
Oz
oF
— =2y -2+ 2y =
59 Y 22y =0

24yl=1

- _ 13 .. _ ___3 2
Obtinem A; = ~1 — \/T’xl =-—gmu=—73d

e B8 2
2 = - 4 Y2 — \[l—gayz - \/1—3-

Avem d2F = 2(1 + N)[(dz)? + (dy)?]

Pentru A1,d?F(z1,y1) < 0 == (z1,%1) e punct de maxim

Pentru Ag,d?F(z9,7y2) > 0 = (z2,72) e punct de minim O

S& se determine extremele globale pentru functia f(z,y,2) =y + z pe
multimea K = {z? + 3% + 2% < 9}.

Solugie. Cum K e compactd si f e continud , atunci f e marginitd
si 151 atinge marginile. Vom determina extremele functiei situate In
interiorul sferei 2 + 32 + 2% = 9 si apoi extremele functiei situate pe
frontiera sferei gi vom compara valorile extreme ale functiei.
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7.3

o

Extremele functiei situate in interiorul sferei se afla printre solutiile
sistermnului:

f-} — N —
EJ._ —
Oz L 0

Deci nu avem puncte critice in interior.

Deci punctele de extrem ale functiei se vor gasi pe frontiera sferei.
Calculim extremele functiei f cu legitura 2 + ¢ + 22 = 9. Scriem
functia lui Lagrange F(z,y) =y + 2z + AMz? +y?> + 22 - 9)

Aflam punctele critice din sistemul

OF

oF

— =14+2\y =

5y +2)y =0

B—F =14+2xz=0

Oz

2+ +22 =9
Ob§inem >‘1 = 3_1_\/55:31 = 01y1 = _¥>Zl = —3_2\/‘—2' §1 Ag = _#,JJZ =
32 . _ 32
=5 ,Y2 =75
Asadar, f(z1,11) = —3V2, f(%2,42) = 3V2, deci inf f(z,y) = -3v?2,
supf(z,y) = 3v2 O
K

Probleme propuse

Sa se scrie formula lui Taylor pentru:

a) f(z,y) = —z° + 2zy + 3y? — 6z — 2y — 4 in punctul (-2,1);

b) flz,y,2) = 2 +y® + 22 + 2y — yz — 4z — 3y — 2z + 4 in punctul
(1,1,1)

Folosind polinomul Taylor de ordinul doi,sé se calculeze valoarea aprox-
imativd pentru: a) (0,95)%0!b) 1,022,012 - 3,033,

R: a) £(0,95;2,01) = 0,902; b) f(1,02;2,01;3,03) ~ 114, 6159
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10.

S& se determine extremele locale ale functiilor:

a) fz,y) =zt +9* —2® - —zy;

b) f(z,y) = (82 — 6zy + 3y?)e?*3;

c) flz,y) = z* — 8 + 182% — 8z + 3% — 3y — 3y;

d) f(z,y) =sinz +siny + sin(z + ), (z,y) € [0, Z]
e) f(z,y) =sinz + cosy + cos(z — y), (z,y) € [0, %]
f) fz,y) = > + 3zy? — 152 — 12y;
g) f(z,y) = zyln(z® +y°);

h f(z,y,2) =z + i’—; + % + %,m,y,z > 0;

i) flz,y,2) =23+ 92+ 2% + 122y + 22

S4 se calculeze /(1) si f/(1) pentru funciia implicitd y = f(z), definitd
prin ecuatia (x? + %)% — 3(z% + 9?) — 2 = 0, satisficand conditia
F1) =1,

R: f'/(1)=-1,f"(1) = -2

. Functiile y = f(z) st z = g(z) sunt definite implicit prin relatiile

T +y+ 2 =a,zyz =b. Si se calculeze dy, dz, d?y, d*z

S& se calculeze derivatele partiale de ordinul I si IT pentru functia
z(z,y) definitd implicit de ecuatia:

a) - y #0;
b) z =1/ 2 i \/;§+—y§,w2+y2#0;

C) T+ y+z=e"tV 2

Sé se calculeze dz §i d°z,daci z(z,y) e definitd implicit de ecuatia
—In2=0,Z2>0,zz#0.

S& se calculeze Z;, g; 32 5; dacd z(z,y) este o functie definitd implicit

de ecuatia F(z,z+y,z+y+2) =0, unde F este o functie care admite
derivate partiale de ordinul I si II.

. Fie functia compusi z = f(z,y) definitd de z = 4®+v° functiile u(z,y)

V2

si v(z,y) fiind definite implicit prin relatiile u + 22 = z,u* + 1% = y.

S& se calculeze g;, %.

Fie functia z — y(z) definitd implicit de ecuatia f(z,y) = y*+2yz?—
—4x — 3 = 0 i de conditia y(1) = —1 + v/8. Se cere s# se giseascd
punctele critice ale functiei implicite y si s& se stabileascd natura aces-
tor puncte.

R:z= % e punct de maxim local
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Sa se determine punctele de extrem ale functiei implicite y = f(x)
definitar prin 23 4¢3 — 32%y — 3 = 0.

R: z = 0 e punct de minim,z = —2 e punct de maxim

Fie z = z(z,y) definitd implicit prin ecuatia 22 + 4 + 2z — 4y + 22+
+z + 3 = 0. S& se studieze extremele.

R: (—1,2,—2) e punct de minim,(—1,2,1) punct de maxim

S& se studieze extremele functiei z = z(z, y) definitd implicit de ecuatia

(2% + 42 + 2%)2 = a® — 22 — 22,

S& se determine extremele functiei f(z,y) = 2% + 9> ~ y ~ = variabilele
fiind legate prin conditia z +y = 1.

R: (% %) e punct de minim

S& se giiseasch extremele functiei f(z,vy,2) = zy%2® cu legitura z+
+2y+3z2=a,2,9,2,a > 0.

R: (%,%,%) ¢ punct de maxim

S3 se studieze extremele functiei f(z,v, 2) = zy+yz + zz cu legiturile
—z+y+z=lLx—2=0

R: (-1,1,-1) e punct de minim

Sa se determine extremele globale ale functiilor urméatoare pe multimile
K indicate:

a) flz,y) =2 — % K = {2? +9* <4}

b) fz,y) =4z —2?+6y—y*, K ={z >0,y >0,z +y <6}

R: a) s;l{pf(m,y) = 4,i%ff(w,y) =—4 '

b) supf(z,y) = 13,inf f(z,y) = —12
K K



Capitolul 8

Integrale improprii si cu
parametri

8.1 Notiuni teoretice
Integrale improprii

Definitia 8.1. Fie a,b € Rsifie f: [a,b) — R o functie local integrabila
(integrabild pe orice interval compact [u,v] C [a,b)). Integrala improprie
(inbd) [ : f(z)dz se numegte convergentd daci limita

t
lim / flz)dx
t—b a

existd gi este finitd ; altfel, integrala se numegte divergenta .

Definitia 8.2. Daci f : [a,00) — R este local integrabild , atunci integrala
. . o0 ) (VR «
improprie (la co) [ f(z)dx se numeste convergentd daci limita

t
lim / f(z)dz
t—oo /.,

existd gi este finita .

Definitia 8.3. Integrala improprie [ cf f(z)dz (b poate fi ¢i 00) se numeste
absolut convergentd daci integrala [ |f(z)|dz este convergent .

Criterii de convergenta
Criteriul lui Cauchy
Fie f : [a,b) — IR, local integrabild ; atunci integrala [ f f(t)dt este conver-
gentd dacd si numai dacd Ve > 0,3b, € [a,b) astfel incat Vz,y € (be,b) sd
rezulte | [¥ f(t)dt| <e.
Criteriul de comparatie
Fie f,9: [a,b) —» IR, (b poate fi si o0) astfel incat 0 < f < g;

154
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i. daci integrala [ f g(z)dz este convergentd , atunci si integrala j: f(z)dz
este convergentd .

ii. dacd integrala [ ab f(z)dz este divergend , atunci §i integrala [ : g(z)dz
este divergenta .

Criteriul de comparatie la limita

Fie f,9:{a,b) — [0, 00) astfel incat existd limita:

_ i (@)

. Dacd £ € [0,00) si f g(z)dz este convergentd , atunci si f f(z)dz este
convergepta
ii. Dacd £ € (0,00) sau £ = oo i f g(z)dz este divergentd , atunci si
j; f(z)dz este divergents .
Criteriul de comparatie cu
Fiea € Rsi f: [a,00) = [0,00), local integrabild astfel incit exista

1
&

¢ = lim z*f(z).

—0Q

i. Dacd a > 151 0 £ £ < o0, atunci / f(z)dz este convergents .

ii. Dacd a <1t 0 < £ < o0, atunci / f(z)dz este divergentd .

Criteriul de comparatie cu ("b’—'lJ:T
Fica < bsi f: [a,b) — [0,00), local integrabild astfel incat existd

o
-1 — L i IR
£ = lim(b - 2)*f(z). Ry R
i. Dacd a < 1i 0 < £ < oo, atunci /f(:z)d:c este convergents, .

ii. Dacd o > 181 0 < £ < oo, atunci /f(z)dr este divergenta .

Criteriul lui Abel

Fie f,¢: [a,00) — R cu proprietétile:

f este de clasi C! | 1im flz)=0, [° f( cc)da: absolut convergent ,

g este continud , iar func‘g1a G(z) = f t)dt este mdrginitd pe [a, 00).
Atunci lntegrala [ f(z)g(z)dz este c vergenta,.
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Integrale cu parametri

Definitia 8.4. Fie A # 0 gi [a,b] C R un interval compact. Fie f :
[a,b] x A — R o functie (de dous variabile reale) astfel incit pentru orice
y € A aplicatia [a,b] 3 z — f(z,y) € R este integrabild Riemann. Functia
definitad prin:

b
FiAm R, Fly)= / #(z,y)dz,

se numeste integrald cu parametru.
Continuitatea integralei cu parametru
Dacd f : [a,b] x A+— IR este continud , atunci integrala cu parametru
Fly) = f: f(z,y)dz este functie continui .
Formula lui Leibniz de derivare
Fie f : [a,b] x (¢,d) — R o functie continud astfel incit derivata partiald
5y existd gi este continud pe |a, b] x {(¢,d). Atunci integrala cu parametru
Fly)={ : f(z,y)dz este derivabild si

b Ay
Fly) = / g—;—(m,y)dm, Yy € (c, d).

Formula generald de derivare
Fie f : {a,b] x (¢,d) — R o functie continud astfel incit derivata partiald g—g
existd gi este continud pe [a, 8] x (¢, d) si fie p, ¢ : (¢, d) — [a,b) doud functii

de clasi C'. Atunci functia G(y) = sf((j)) f(z,y)dz este derivabild si:

) oY) af , ,
G'(y) = / -a—(z, y)dz + f(&(y),v)' (y) — fle(w), v)¢' (¥), Yy € (c,d).
4

(v) 9Y 3

Schimbarea ordinei de integrare
Fie f : [a,b] X [¢,d] = R o functie continui ; atunci:

J[zb (/cdf(z,y)dy) dz = /id (/abf(:c,y)dz> dy.

Integrale improprii cu parametri

Definitia 8.5. Fie f:[a,b) x A — R o functie cu proprietatea cd pentru

orice y € A, aplicatia [a,b) > z — f(z,y) € R este local integrabild si
integrala (improprie) ff f(z,y)dz converge. Se poate defini in acest caz
functia

[-b
Fz,y) = ] f(z,y)dz,
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numitd integrald improprie cu parametru.
Definitia 8.6. Integrala [ ab f{z,y)dz se numegte uniform convergenti
( in raport cu y) pe multimea A daca

b l
Ve >0, 2b; € (a,b) astfel incat !f f(x,y)da:[ <e Vte (b,b), Vy € A
t 1

Continuitatea integralei improprii cu parametru
Dacd f : [a,b) x A — R este continui gi daci integrala [ : fz,y)dz este
uniform convergentd pe A, atunci functia F: A— R, F(y) = [ ab flz,y)dz
este continua .
Derivarea integralei improprii cu parametru
Fie f : [a,b) x (¢,d) — IR o functie continud astfel incla t derivata partiald
5, existd gi este continud pe [a,0) x (¢,d) §i pentru orice y € (¢, d) fixat

integrala | : f(z,y)dz este convergentd . Dacd integrala ff g—i(w,y}dz este
uniform convergenti pe (¢, d), atunci integrala improprie cu parametru
F(y) = ff f(z,y)dz este derivabily si

b
)= [ P@u)ds, vy e (@0

Schimbarea ordinei de integrare in integrala improprie
Daci f : [a,b) x [¢,d] — R este continud si dacd integrala f: f(z,y)dz este
uniform convergenta pe (¢, d), atunci :

[ ([ revw)a= [ ([ seom)e

Criterii de uniform convergenta

Criteriul lui Cauchy

Fie f : la,b) x A — R o functie cu proprietatea ci pentru orice y € A4,
aplicatia [a,b) 2 z — f(z,y) € IR este local integrabild . Atunci urm&toarele
afirmatii sunt echivalente:

i. integrala improprie [ : f(z,y)dz este uniform convergents pe A.

ii. Ve >0, 3b. € (a,bd) astfe!l incdt pentru orice u,v € (be,b) rezultd

l/ flz,y)dz| < e,Vy € A.
Ja

Criteriul de comparatie

Fie f : [a,b) Xx A — R o functie cu proprietatea ci pentru orice y € A,
aplicatia [a,b) 3 = — f(z,y) € IR este local integrabild gi fie g : {0,0) —» R
astfel incat |f(z,v)| < g(z), Vz € [a,b), Vy € A. Dac integrala f:g(z)dw
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A4 r . b ; . N d
este convergentd , atunci integrala [ f(x,y)dz este uniform convergents .

Functiile B (Beta) si I' (Gama) ale lui Euler

Teorema 8.1. (a) Integrala improprie cu doi parametri real

1
B(p,q) = /O P 11 - 1) Ny (8.1)

existd pentru orice p > 0,q > 0.
(b) Integrala improprie cu un parametry real

INa) = /000 % te %dy (8.2)

existd pentru orice a > 0.

Definitia 8.7. Functia B: (0,00) x (0,00) — R definitd prin relatia (8.1)

se numegte functia beta, iar functia I': (0,00) — R definitd prin relatia
(8.2) se numeste functia gama. Functiile B i " au fost introduse de Euler
si de aceea se mai numesc integrale euleriene.

Teorema 8.2. a) Pentru Va > 0 real,I'(a + 1) = ol'(«) si pentru
Vne N, T'(n+1) =nl;

b) B(p,q) = B(g,p),Yp,q > 0;

¢) I'(a) > 0,Yo > 0 si B(p,q) > 0,Vp,q > 0;

I'(p)D
9 B,9) = T

e) T(P)T(1 - p) = 5557
£ T@r (a+ §) = 5;‘5—?7 -T'(2a) (relatia lui Legendre)

Corolarul 8.1. Avem T (%) = /T gi fo°° e~ dr = iz_’_’

Solutie. Aplic d) din Teorema 8.2 pentru p =g = % si obtinem
1 1) 1V)2
B(3.3) =(T(3)) ]
Pe de alt¥ parte,B (3,1) = f5 \/__m foz 2sintcostdt _ 9 (5 gt — 7

(unde am folosit schimbarea de variabili z = sin®t)

Atunci (T (%))2 = T §i, conform c) din Teorema 8.2, rezults cA I' (1) =

= /7
Pentru a calcula 1ntegra1a, din enunt facem substitutia :c ={=
=z =t = dr = lt 2dt si integrala devine fo 2e“tt"idt = 1F( )

p
— V7
=X 1
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8.2 Probleme rezolvate

S& se cerceteze convergenta integralelor :

1 - 2 (integrala elipticd )

1 1
Solutie. lim (1—2)% ——— = lim (1—2)° =
7 1( ) V1i—-gzt - 1( ) VA0 +z)(1-2)(1+2)
1 1
= liml(l —z)*3(1 + x)"%(l + :r:z)_% =3 pentru a = 3 < 1 =
r—
integrala este convergentd O
oC dz
2. fl /1422
Solutie. lim z© L lim e lpetrua=2>1—
. 1 —_— —_— = —
T— 00  pa/1 4+ 22 z— o04/1 + 12
=> integrala este convergenta O
3. 2 ctgzdz
a4
Solutie. lim z%tgz = lim cosz = 1, pentru @ = 1 = inte-
z— 0 z— 0Sinz
grala este divergenta O

A f1oo dz
"I0 Yz 2Yz+ Ve

Soluti 1 1 2t 1,pentru

olugie. lim z° — 1,pent
Vr+2Un+ Iz o5+ 2% +1

a =} < 1= integrala este convergentd 0

O. fo Jsin z

N|—

Solutie. lim z¢ = 1, pentru @ = 3 < 1 = integrala este

1
z— 0 +/sinz

convergenta

1
lim (7 — 2)¢
A~ F

gentd ]

=1, pentru a = % < 1 = integrala este conver-

6. o v
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10.

11.
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1
Solutie. limoa:a- = lim a;a—%
T—

1 3/T
Vz(e® —e"%) =0 | Vs —e \ g P
T _ oL

. € ‘.
tru o = % < 1 (deoarece hmo—— = 2), deci integrala este con-
- xz

vergentd O

2 1 2 1
Soluie. lim xo‘(—m— + 1) = = lim ma—g.(_x_@__ + _> —

T— 00 ef —e % 2/ 122 5 gt —e™T )

= %, pentru o = 2 > 1 = integrala este convergentd (am folosit

2
z 1 1
. et — — = BT . \
Igmoo ( pra— + 2> 5 CU regula lui 'Hospital) O
oo dz
. fxo \/Z(w_a)(z_b),:co >a>b>0
Solugie. lim z* - L =1, pentru o = 2 > 1 = inte-
=~ \fr(z—a)(z—b) 2
grala este convergentd O

o T
fO 1+[z)? de

Solutie. Folosim inegalititile z — 1 < [z] < z.Rezultd [z)? < z® =

= +1<?+ 1= Ga < ging =

2 z
z2+1 = [z]2+1

v 1
im [ fdr = i T dr= lim Zln(u?+1) =
Calculdm [~ f=dx Jim = 1d93 ugmooz In(u®+1)
= o0, deci [;° —%7dz este divergentd si atunci fj~ T este diveg
genta

[ e ¥ sin(2z + 1)dz

Solutie. Avem {e™**sin(2z + 1) < e7%, deci f;° e 3%dz =
U
1 9 o ,
= lim / e 3%z = 3 Asadar, f0°° e “%dz este convergentd , deci
u— 0Q
fo” €73 sin(2z + 1)dz este absolut convergents, O
z ™t sin zdz
Solutie. Facem schimbarea de variabils =t=z=vi=
= dz = ;t71dt

B

dt = 1 [ sint gy

Integrala devine f1°° % -sint - ;11-t— 7
£
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12.

13.

Cum lsintl < 1 §i f1°° —1-rdt ——t“ = 3, deci este convergentd ,

atunci §1 °° S“‘tdt este absolut convergenta , deci convergentd O
B

S& se determine convergenta integralei fa°° s—gla—”’dm,a > 0, > 0 s
absolut convergenta integralei pentru o = 1.

Solugie. Aplicim criteriul lui Abel pentru f(z) = sinz i g(z) = 7%,
deci [° SBZdy; este convergentd

Pentru o = 1 studiem convergenta integralei f |siaz 2Zidz. Presupunem
prin absurd c& [ Is‘nzld:c este convergenta

Deoarece sin z < |sin |, rezults i [ > S“; S 2dx ar fi convergenta ,dar

® gin? 1 [~ 1—cos2 1 [*1 © cos 2
/ sin zdo::—/ cos mdzz—/ —da:—/ cos mdz
e x 2 J, T 2 ), « o 2z

si [7° <522 4y este convergentd conform criteriului lui Abel, iar [7° 1dz

e dlvergenta datoritd criteriului cu «. Asadar presupunerea e falsé', ,
: o0 singx X PRl o0 sinz

deci [ |#22%|dy nuv este convergenta , adicd integrala fa 2Edr nu e

absolut convergenta . U

Sa se calculeze I = f ©____dz___ arytdndu-se mai intdi c¥ are sens.
0 (a+1)4/]z2-1]’

Solutie. Explicitdm modulul si integrala devine

/'°° . dz B /‘1 dz N /°° dz
o (z+]z2—-1 Jo (z+1)v1i-22 J1 (z+1)Vz?2 -1
Notam cu I3 prima integrald si cu Iy pe cea de-a doua.

Studiem convergenta integralei I1:
1

1
e+ D)VI-22 2v2

este convergentd

leml(l — )% , pentru o = £ < 1 => integrala

Studiem convergenta integralei Ip:

1 1
lim (z — 1)% - = . pentru o = x < 1
2 ) (z+-DVzZ-1 2V2 P 2
CE
lim =1, penfruaa=2>1
I'—’OO(’LT].)VIIIZ—J.

Deci I» e convergenta .

Asadar, [° ——9Z____ este convergents
sadar, Jg (e+1)4/]z2-1] 8
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14.

16.

. S& se studieze convergenta integralei ] =
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In I; facem schimbarea de variabila z = % si obtinem

Il:‘/l “ =D
o (1+yVyP-1 7

deci I = 21s.

Pentru Ig facem schimba.lea z+l=;=do=—-3dl= I =

- I R O

Sa se studieze convergenta integralei I= f: F=2dz,a < bsi apoi s se

calculeze.

Solutie. limb(b —x)% i— L - a, pentru o = 3 < 1 == inte-
z— -

grala este convergentd

Facem substitutia z = acos?y + bsin? y = dz = (b — a) sin 2ydy
Obginem

I= fo (b= a) sin” y =228 (h a)sin 2ydy = fo) S0y () — ¢)2siny cos ydy =

(6—a)cos?y a cos® y cos'q

= 2(b —afo sin® ydy = ( —afo 1—cos2y)y=%(b—a) O

si apoil s3

fo (z2—4 \/:z:(l z)

se calculeze.

1 1
Solutie. lim z% - = ——, pentru o = —5— <1
2= 0 (22 ~4)y/z(1 —1x) 4
1
lim (1 -2)%- =2, pentrux =1 <1
z— 1( ) (22 — 4)y/z(1 — x) 3P 2
Deci I este convergenta .
Facem substitutia 122 = ¢ = ¢ = o = dz = _(1_4?:2')—& si

. 2
obtinem [ = fo —4t—i'+—;t§'—'dt Integrald ce se rezolva prin descom-
punerea in fractii simple. O

(Formula lui Froullani) Fie 0 < ¢ < bgi fie f : [0, 00) — R o functie

o0
. W ) ol ’ L4 A A ’ t i
continud gl mérginitd astfel incat integrala / %)dt este convergenta
1

Sa se demonstreze egalitatea:

[0 1y g
0 x

ol @
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Solutie. Vom demonstra mai intai egalitatea:

/wfw@—fmﬂ¢m= wf(ktvu>0(ﬂ
y x bu ¢

Fie u > 0 ; cu schimbarea de variabila bz = ¢, obtinem:
o0 oo
/ __f(b:r) dx = malt.
u L bu t

Analog, se demonstreaza si egalitatea:

Lmszdm=‘/¢;ji—i—th

Prin scdderea membru cu membru a celor doua egalititi rezulta egali-
tatea (x). Demonstram acum formula lui Froullani; folosind egalitatea
(%), avem:

/ f{bz) - d—hm/ hm (92) 1 = lim wﬂ?a

Pentru a calcula ultima integrala considerdm functia

h(u) = sup {f(t) - f(0)].
telou,bu)

Din continuitatea functiei f, rezultd lin%) h(u) = 0. Evident, avem:
Y
QU au ay
1), _ [*10-10),  [™0),
bt bu ¢ bu b
Prima integrald tinde la 0 pentru v — 0O:

O 10 < [ V01Ol
¢ = /i t =

bu

u

< / h(tu) dt = h(u) ln% ~— 0 atunci cénd u — 0.
b

12

In concluzie:

Aoc f(bz) ; f(az) dz = lim [ F{t) I i - f_(tg_)_dt = f(0) ln%

u—0 bu u—vO bu

O

17. Fie 0 < a < b; sa se calculeze integralele:

roo e ﬂ’U_e
a. |, ——dw

oS cosa aa: cos bx
b. f 0 T dz.
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18.

19.

20.

CAPITOLUL 8. INTEGRALE IMPROPRII SI CU PARAMETRI
Solutie. Se aplicd formula lui Froullani. O
o Lint+23), @ € (0,00) x|

| 2In(l+zy), z€(0,00) x[0,00)
f(a:,y)—{;’ x=0y€[Ooo)
S& se calculeze derivata functiei F(y) = [J f(z,y)dz,y € [0, 00).

Solutie. Functia f este continud pe (0,00) X [0, 00) si studiem conti-
nuitatea in punctele (0, ya)-
In{(l+=x
lim In(l+zy)=  lim In(1+ay). y =1yo = f(0,y0), deci
z— 0,y— yozc z— 0,y— o Yy
f este continud in punctele (0,yp)

Avem .
a_f(m J) = { TTayr 2 € (0,00) % [0, 00)
Oy’ L1, z =0,y € [0,0)
1
})un 1725 =1= gi (0,40), deci f ; € continud pe [0, 00) x [0, o0)
r— y-—) yo

a(y) = 0, B(y) = y sunt de clasi C*([0, 00))

Conform teoremei 8.1, F' e derivabils si F'(y) = 7 g{; (z,y)dz+

+f(y,y)=foyl_:—zydx+%-ln(l+y2)———%-ln(l+xy)/y 111 In(1+y?)
= % ‘In(1 + %)

(3

Sa se calculeze integralele, folosind derivarea sub semnul integral:

I(m) = f02 In(cos® z + m?sin® z)dz, m € R4

Solutie. Functia f(z,m) = In{cos? z + m?sin® z) e continud si admite
o derivatd partiald continud in raport cu m.

x g
! — 2 sin‘
Avem I'(m) =2m [ —20-2—rdz

Facem schimbarea de variabilé tgxz =t gi obtinem:

I'(m) =2m f0°° a +m2t2)'1 +t2)dt ] (se rezolva prin descompunere
In fractii simple) = I(m) = w]n(m + D4ece CumI(l)=0=c=
=-mln2 = I(m) =rln 2 O

I{r) = [{ In(1 = 2rcosz + r¥)dz, |r| < 1

Solutie. Functia f(z,7) = In(1 — 2rcosz + r?) e continui si admite o
derivata pa.ri;ialé continug in raport cu 7.

/ m —2cosz+2r
Avem I fO 1=2rcosz+r2 z+r dz

Facem z = 2y si obtinem
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I’(T) rO% —2cos 2y+2r 2dy 4f02 'r -cos 2y 2dy

1—2r cos 2y+72 1—27 cos 2y+r
2
1—t
—

J 4 — 3 t — 1412

Facem schimbarea t = tgy si avem I'(r) = 4 [;° iz it =
noc (r+1)(1+t3)-2 r+1
=4 t2(r+1)24(r—1)2 t2+1 4fo t2(r+1)%+(r— 1)2dt_
__2(7”+1)2 dt

t(1+1‘) /0

2
) Jo Ao+ r—02 T 7 fo i"mdt —ryaretg =5
At L oaretg TElt /% 4 Zarctgt/ = 0 = I(r) = ¢, dar I(0) =

=0=c=0= I(r) =0, pentru |r| < 1 O

v

I{a) = [ In(a® —sin? §)dh,a > 1

Solutie. Functia f(z,a) = In(a®~sin? #) e continui si admite o derivats
partiald continud in raport cu a.

Avem I'(a fo 2
Facem schunbarea de varlablla t= tg 0 si rezulta
2a
I/ fO ——raz_m md‘t = fO tz(az 1)+0.2 dt = az 1 fO ——rtz - o dt =

. 2a \/T— Va‘_ 5= =
— 5122.__1 carctg tX——= /0 = 7;“?1‘ 2 T Vai-1 =
= I(a f\/—r—da—ﬂn(a"’Va2 1) +ec

Pentru a determina constanta c scriem integrala I(a) sub forma

Io)=rlna+ [ In (1—222) ds = c = [ In (1 - 257) do-

a
Trecem la limitd cand a — oo.

Intrucat ’ln (1 — %;ﬁ)i < JIn (1 — %)/, integrala tinde la 0 si gdsim

c=—7TIn2

Deci I(a) = 7 In &/e2=1 0

I(a) = [ lntecosa) g 1) < 1

cosZT

Solutie. Functia f(z,a) = lp_ﬂ:;'%x) e continu¥ si admite o derivats

partiald continud in raport cu a.

! _ I3 dx
Avem [ (CL) — JO0 1+acosz

Facem schimbarea de variabild tg $ =t si obtinem:

! 1-.-t _ _2 l—a
I(a' fo 14q- 1= tﬁ 2f0 t4(1— a+1—'-a 1—- afo t2+ -a " 1-aV/ 14a
& 12
1—
-arctg <t~ ‘/1+a) /5= arctg .=

= I(a)=2/

\/'_"‘Z arctg F da
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Pentru a rezolva aceastd integrald facem schimbarea de variabild
a = cosu st obtinem:

Ifa)=2f -arctg,/%ﬁ—i%-(— sinu)du = —2 [ arctg ngfzdu =

1-—tg2"'

— 9 1_1+tg2 . wg

= —2 [ arctg —IEZ—?—du —2 [ arctg \/tg?%du = -2 [ ¥du =
Wiy

= —”72 +c==1I(a) = ______(a,rcc;sa? +¢ dar J0)=0=c= %2 —_

= I(a) = % — (arccosa)? O

I{a) = fol %/:__“Tifldx, la] <1

. : ( _ In{1—az?) NV . S
Solutie. Functia f{z,a) = i © continud gl admite o derivatd
1y Cya \ 2
partiald continud in raport cu a. Avem I’(a) = — fol (—1az—2z\\/—i?d$
Facem schimbarea de variabild x = sint gi obtinem:
! sin? ¢ . sin®¢
I'( a') fO (1—asin®t) cost costdt = fO 1—asin®t t
Dupé o noua schimbare de variabild 4 = tg¢ obginem:
2
u
/ . _ [ 13u? 1 _ [ 12 _
Fla)=-Jo 1-a-2, 1*“2du =—Jo T+ =a] O =
l1+u
— 1 (o du__ 1 —1 oo _ 1. 1 T_qa
T aJ0 1Fu? fO 14-0, zZ — aa’rCtgu’/O a l-a l-a
/ 1 T — T fda_
a.rctg l—a- U/O—EE_;\/l_?‘jE:}I(a)—Z o
_ T, 1-v1-a _ T 14412
‘Ina -3 1n1+m+c-—21na e T

ln(l + \/1 — a) = 7rln(l ++/1 —a) (am ficut schimbarea

=3
vVi—a=y)dar I{0)=0=c=—-7n2 =
= I{a) =mln(l++1-a)—-7nln2 C
- 1} Stz
Solugie. Se considerd I(a) = [y ' AT ESdr,a >0

Functia f(z,a) = ﬁ& si a,drmte o derivatd partiald continud in
raport cu a. Avem

! dz
I (l) fO (1+a%22)yv/1—z2

Facem schimbarea de variabild z = sint gi obtinem:

z i
I/(a) = Jo 1+a2sin? ¢

Acum,cu o noud schimbare tgt = u obtinem:

I'a) = f5° (Ha;)uz“=§'ﬁ=>1(a):%1n(a+\/1+a2)+c

dar [(0) =0=¢=0=> I(a) = §In(a + V1 + a?)
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25.

26.

27.

Pentrua =1=I=ZIn(1+2) O
Folosind pos1b1htatea permutarii integralelor dep1nzand de un parametru,
s se calculeze [ o(z)dz, unde p(z) = = (z? — 2),z # 0,0,b > 0 ¢

©(0) =0.

Solutie. Observam ci p(z) = f: ¥dy, z € [0,1]

Considerdnd integrala cu parametru F(y) = fo z¥dzx, observam ci
functia f(z,y) = z¥ este continud pe [0, 1] x [0, 1].

Conform schimbarii ordinei de integrare avem:
b b r
Jo Fly)dy = fol (fa mydy) dz = Jol o(z)dz
Dar 'y fo z¥de = $y+1/0 y+1’de‘31 fo z)dz = fa y+1d?J =

a.-rl

S& se calculeze urmétoarele integrale,cu ajutorul functiilor I" si B:
- 3
I = [? sin? z cos? xdx

2

Solutie. Facem schimbarea y = sin®az = dy = 2sinzcoszdz si

obtinem:

_3 _1 _7 ,_5 _1p(7 5\ _
D001p—71—-5;1,q— 3—§l=>1p_;1-,q_z=>I_.2.B(Z Z)—
_1 M) 1 m(3)ir@@) 3 x _ 3md 0
2 I3 — 2 2! T 64 sinf ~ 64

S4 se determine aria figurii mirginity de curba r* = sin® 6 cos 4.

Solutie. Curba are 2 bucle, in primul cadran si in al doilea cadran; este

suficient sa se dubleze aria uneia din aceste bucle. Folosim formula
s A : 1 8 Qde

ariei in coordonate polare 5 [~ r

A=2. %fog- sin? 6 cos? fdf = 5 foZ 2sinfcos fsin? fcos™7 df =

a1 1., 3 ir(iHr(3)
=%fo yi(i—y)~ 4dy—-1B(4,4) 3 ((i? <§4)) =33 (41)! Y=
1. _r_ _ 7 : O
T8 sing T 42

I = [7sin®adz,n > 3
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Solutie. Facem schimbarea y = sin’z = dy = 2sinzcoszdz si
obtinem:

= %foé sin®"~! g cos™! 22 sin z cos zdz = % f01 y“‘%(l — y)_%dy =
_1p(l .1y =1, DE)r+g) 1 D(E)(r-3)(n—3).-357(5) _
=iB(Gnt3) =5 ~“Fmg- =1 G e
_ 1 (2n—-1)(2n-3)..317 _ x (2n—1)(2n—-3)..3.1 _ ¢ (2n—1)! 0
-2 2" n! 2 2-4-6...(2n) — 2 (@)

)
©
P

= [T
0 /3—cos8

Soluf,ie Facem shimbarea cosf =1 — 2\/— — —sinfdf =

Avem 00529——- (1-2z)2=>sin’@=1-cos’0=1-(1-2/z)° =
=4/ — 4z = sinf = /4 /T — 4z

- 1 11 1l dz _
Atunci [ = J, o Vi i m e T h AT
— 'l -2 1 _ 1 g1 -1 B
=5 T st = s o e (1ma) e = 5 5B (505
_ 1 MGG _ 4 M} _ r(%)

TG VT T~ YT TE )
eRCle
=1 .93 QI _ [I‘(l)]2 ( am folosit relatia lui Legen-
=53 oy =~ am b olosit refatia fui Leg
dre) O

30. [°(b—2)7"1(z — a)? ldz,p,q € Ry

Solutie. Facem schimbarea t = =2 =z =a +t(b—a) =

— dzr = (b—a)dt

Integrala devine [ (b— )91 (1 — )9 1P~1(b — a)?"1(b — a)dt =

= (b—a)tt?! [F (1 - ¢)21dt = (b— a)P T B(p,q) O

re dz
3 $/(z+1)3(2—z)

Solutie. B caz particular al ex. precedent pentrua = -1,b=2,9—1 =

= ——é'~p —1= —%
1 3 r i r : Ly I}
Deci I = (2—(-1))°B (5,2) = (GF)(].)(S) =Gy =7 0

32. ffo e™M*(1 + —1622) da: ,n1,ne € IN*
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Solutie. Facem substitutia y = %e% =z =1In (Z—fy) =
= dz = 3y~ dy

Integrala devine [;°e™" §1n(32v )(1 +y)” 72 Ty ldy =
31
n]+n2 _
=3l ( ) 1+y) "7 yldy=

() vy = ()T B (3, )

D=

33. [ 1n®z(1 —Inz)idz

Solu;fze Facem schlmbalea Inz =t =z = edt ?1 integrala devine

169

Jie (1 —t)tetdt = [ 13(1 ~ t)4dt = B(4,5) = TOEO — 2
34. [3
Solutie. Facem schimbarea ]n% =t=z =€ = dr = —e"ldt si
integrala devine [ t3(—et)dt = I tZetdt =T (2) = T (3) =
)
_ [ iz
35. I=[3° ———g($+f)
Solutie. Vom gasi o noud formuld pentru B(p, g):
In formula (8.1) facem schimbarea de variabild z = %5 si obtinem:
1 yP—1
=l (y-rl) e whaE = e
Pentru problema noastrtd p—1=},p+¢g=2=p=2,¢g=3
P()r(2) _ PErE) 1.« ¥
Asadar =B (5,2) = (1‘)(2(4)=4 41)] il =1 éﬁ”{:lr 0
36. I = fO 1+:r:
Solutie. Facem schimbarea de var1ab11a, =t =— 1 =ti = (3) (

— 1 P)riz)
==>d2?=z£ 1dt:.[22f0 Wdt B(4 ) i ‘}\(2)4 =
3 G 1 a .
4 1! 16 sing 16

n-1

37. [ aF (1—%—%2)— * dr,n,k € N
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n+l

Solutie. Pentru k = 2p, functia f(z) = z* (1 + Z >_ * este par ,

=
deciI:Zfomxk(l—i-g—) > dz

')
Facem substitutia t = %ﬁ =z = \/_ﬁt% = dz = "T%t_%dt

I=2[R(ntyP(l+1)""F YRt~ 3dt = nP+s [P P 3(148)""F dt =
= nP*1B (p+ 3, % —p) cu conditia F —p >0

M(p+ir(2-
B(p+3,2-p) = (pﬁéi 2 unde D (p+3) = (p+ § — 1)

(+3-2)...(p+3-pC(p+5-p) = F= .5 T(3) =

3...(2p—1 -t
_.._=1 2(pp )_ﬁ=(2p2p1)',\/7;
Pentru k = 2p + 1, functia f este impard deci I = 0 O

N

—rl dz
38. I = 0 ¥i-zn

: . N 1
Solufie. Facem schimbarea de varlablla M=t=z=1tr =

s dr=1tndt=1TI=1 01';/;_ t=1 14221 —t)ndt =
~ 1B} n—1):;,r(%)r("—;—l)=1F(;)P(1_;)=1, ™ 0
n' n n (1) nt \n n n sinZ

3G, f0° -z —2a:+3dl,

Solutie. [°] @D 14y = et [P e+ gy = et [F eV dy =

_ﬁﬁ
_62

(]

8.3 Probleme propuse

Sa se studieze convergenta integralelor:

o0 d:r.
Lo Jo 157
R: ¢ =4 > 1= convergenta

2, fO T —om2
R: a=2> 1= divergentd

3 Jo vz

R: o= 3 < 1 = convergentd

4, fol L%] dz

R: divergenta
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fol ilnz|dz

R: convergentd
Jo[38e7%%)dz
R: convergenta

fol co\s/_\x/idx

o L cos/z
R: Calculam uh_}mg 7

J"OO arctg:r dﬂ:
1—*—:1‘2)‘2

dz = 2sin 1 = convergentd

T
R: 282 < 2 — convergentd
(1+z2)2 x

j eSinz | szzd:l: A>0
- Jo

R: convergentd , cf. criteriului lui Abel, unde f(z) = e5"% . sin 2z,
v 1

9(z) =

Sa se studieze convergenta si sé se calculeze:

b dz
fa (z—a)(b—z)’ a<b

R:a= % < 1 = convergenta

Facem substitutia = a cos?y + bsin?y

Fie F(y fo In+/2? +y2%dz,y > 0 si F(0) = —1. Si se arate ci
F/(0) # j0+0 (gy. In /2% + o2 ) dz.
y:

Folosind posibilitatea de derivare sub semnul integral, s& se calculeze:

Fly) = Js
R: F(y)

l0!=|

= arctg (ytg z)dz,y > 0.
5In(y+1)

:\

{2 1, 1tasinz |
I( ) M Sinz smz’ llal <1

R: I(a) = marcsina

fol 1n21 ,-—a:" )d:n a® <1
R: I(a) =7(vV1—-a2-1)

S8 se calculeze urmatoarele integrale cu ajutorul functiilor I' gi B:

Js e ™ dz,p >0

R:T(1+1)=1r(})
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16, fo* v — z2dr
R: %

oC dz
17. 0 1+z%

R:Zﬁ

18. fO \/"3 (1+:z

s 21
R.\/g

19. 0°°“1’+ " dz,m,n > 0

R: 1- m,r,0<m<n

3
2. [5° araey sz) dz
R: 5%

21. [ e~2’+otlgy



Capitolul 9

Integrale curbilinii

9.1 Notiuni teoretice

Drumuri parametrizate

Definitia 9.1. Fie J un interval real; se numeste drum parametrizat pe
J cu valori in R" orice aplicatie continui v : J — IR™.
Definitia 9.2. Daca notdm v(t) = (11(2),v2(2), ..., 7 (t)), atunci relatiile

ml = Vl(t); m? = ’72(1;)3 --~)-Tn = 'Yn(t)

se numesc ecuatiile parametrice ale drumului .
Definitia 9.3. Dacd J = [a,}], atunci vy(a) si v(b) se numesc capetele
(extremitétile) drumului. Drumul se numeste inchis daci v(a) = v(b).
Opusul drumului v : [a, b] — R™ este, prin definitie,

v~ :a, b = R™, v (t) = v(a + b~ 1).
Evident, v si v~ au aceeagi imagine.
Dacd 71 : {a,b] — R™ si 72 : [b,¢] — R™ sunt doud drumuri parametrizate,

atunci drumul concatenat v Uys : [a,¢] — R” este definit prin

o _ | m(t), telab]
71 Ue(t) = 1 Y2(t), te€[b,¢]

Imaginea lul v; U 7o este reuniunea imaginilor drumurilor 1 si 3.
Definitia 9.4. Un drum v : J — IR" se numeste neted dacé aplicatia ~y
este de clasi Ct si /(¢) #0, Vt € J.

Definitia 9.5. Un drum se numeste neted pe portiuni daca este con-

catenarea unui numar finit de drumuri netede.

173
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Definitia 9.6. Doud drumuri v; : I — R" gi 7 : J — IR"™ se numesc
echivalente cu aceeasi orientare (notdm -y; ~ 7, ) daci existd un difeo-
morfism strict crescétor ¢ : I — J astfel incit y1 = 90 ¢. Daca difeomorfis-
mul de mai sus este strict descrescator, atunci cele doud drumuri se numesc
echivalente cu orientari opuse.

In cazurile particulare n = 2 (plan) i n» = 3 (spatiu) notatiile uzuale
sunt (2) = (3(t), y(t)) si respectiv Y(t) = (w(£),y(t), 2(£)).
Lungimea unui drum neted + : [a, b] — R? este:

b
L(y) = f JE O + @) + (2/(6).

Integrala curbilinie de prima speta
Fie v : [a,b] — R3 un drum neted si fie f : D — R o functie continui
astfel ncdt D D ¥([a,d]). Integrala curbilinie de prima spetd a functiei f pe
drumu? v este, prin definitie:

b
[ @2 = [ 1050, 200 @0 + @) + (@(0) e

Dacd v §i v2 sunt doud drumuri parametrizate echivalente (indiferent de
orientare) atunci [, fds= [ fds.

Aplicatii

i. Dacd f este functia constantd 1, atunci se obtine lungimea drumului .
ii. Daca imaginea lui v este un fir material avind densitatea f, atunci masa
M si coordonatele centrului de greutate G sunt date de formulele:

M= / fds,
v
1

1 1
TG = M/wfds, YG = M—/yfds, zg = —M/Zfd&
v it Y

Integrala curbilinie de speta a doua
Fie o = Pdz+ Qdy+ Rdz o 1-form3 diferentiald cu functiile P, @, R continue
pe un deschis D C R? si fie

v+ [a, 8] = R, v(2) = (2(t), y(t), 2(t))

un drum parametrizat neted cu imaginea inclusi in D. Integrala curbilinie
a formei diferentiale o de-a lungul drumului ~ este, prin definitie:

/ o= / 12'(t) + QY)Y () + R())7 (2)) dit
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Definitia se generalizeaza evident la n variabile. De exemplu, in doud vari-
abile:

’ b
LPW+@@=/(Hﬂmf@+Qhwwﬁ»@

Daca v §i 2 sunt doud drumuri parametrizate echivalente cu aceeasi
orientare, atunci integralele corespunzitoare sunt egale:

/a=/ Q.
M 72

Daca cele doud drumuri parametrizate sunt echivalente dar cu orientéri
opuse, atunci integralele corespunzatoare diferd prin semn.

Notatii vectoriale

Unei 1-forme diferentiale « = Pdz + Qdy + Rdz i se asociazd ( in mod
canonic) cAmpul de vectori V : D — R3, V = (P,Q,R). Daci v este un
drum parametrizat neted (cu imaginea inclusi in D), atunci integrala f,y o
se¢ mai noteaza si f N Vd7, numindu-se circulatia campului V de-a lungul dru-
mului . In particular, daci V = F este un camp de forte, atunci circulatia
I , Fd7 este lucrul mecanic efectuat de forta F pe drumul 7.

Forme diferentiale exacte

Definitia 9.7. O 1-form4 diferentiald a = Pdz + Qdy + Rdz se numeste
exactd pe multimea D daci existd f o functie (numitd potential scalar sau
primitivd ) de clasd C1(D) astfel incdt Df = «, sau, echivalent:

of of of

" = P} a. W - = R)

oz Jy ¢ 0z
in orice punct din D. Campul de vectori V = (P,Q, R) asociat formei
diferentiale « se numegte in acest caz camp de gradienti.

Definitia 9.8. O 1l-formé diferentiald o = Pdzx + Qdy + Rdz se numeste
inchisd pe D dacd sunt verificate (in orice punct din D) egalitdtile:

OP 0Q 0Q OR OR 0P

gy Oz’ 8z Oy’ Ox Oz’
Definitiile de mai sus se generalizeaz& in mod evident la n variabile.
Importanta formelor diferentiale exacte este datd de urmatorul rezultat:

Teorema 9.1. (Independenta de drum a integralei curbilinii) Fie
a = Df o I-formd diferentiald ezactd pe D si fie v un drum parametrizat
neted cu imaginea inclusd in D avdnd extremitdfile p,q € D, atunci:

i. [ Df=flg) - fp)

ii. dacd ?n plus drumul -y este inchis, atunci f,y Df =0.
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Din teorema de simetrie a lui Schwarz rezultd cé orice forma diferentiald
exactd (cu potentialul scalar de clasi C2) este in mod necesar gi inchiss
Reciproca acestei afirmatii este, in general, falsi . De exemplu, forma
diferentialé

—Y

=w—2+—y2'd$+

87

‘n—d
z2 + 92 y

este inchist pe B2\ {(0,0)} dar nu este exacts pe aceastd multime.
Are loc totusi urmaétorul rezultat fundamental:

Teorema 9.2. (Teorema lui Poincare) Fie a o 1-formd diferentiald de
clasd C inchisd pe deschisul D C R™. Atunci pentru orice x € D existd o
vecidtate deschisd a sa U C D §i o functie f € C! astfel incét Df = a pe U.

Intr-o formulare succinta teorema afirmé c& orice 1-form& diferentiald
inchid este local exact .

Existd multimi pe care teorema de mai sus este adevérata global. De
exemplu, dacd multimea D este stelatd (adicd existd un punct zg € D
cu proprietatea cd segmentul [zp,z] C D, Vz € D) atunci orice 1-formd
diferentiald inchisd pe D este exactd pe D.

9.2 Probleme rezolvate

S& se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta intéi :

1. [yzds,C:y=2z%z€0,2]

Solutie. Folosim formula de calcul a integralei curbilinii de prima spetéd
pentru curbe care nu sunt date parametric C: y = ¢(z), z € [a,b] :

[ t@was= [ @ ol@)/ T P
Avem [, zds = f02 z+/1+ 4z2dz {cu schimbarea u = 1 + 472) O
2. [oyds,C iz = %i,y € [0,2]
Soluie. Analog cu exercitiul 1:

5 2 3 ; 2,5
JovPds = [y v°/1+y8dy = %fo 6y°+/1 + ybdy =
=1 Trtar =1 8002 1(/65T - 1)

2

(]

3. fcz(:z2 +4%)ds,C : x = tcost,y = tsint,z =t,t € [0, 1)
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Solutie. [, 2(z® +y*)ds = [ t(t? cos?t + t2sin®t)-
-/ (cost — tsint)? -I-(81nt+tcost2+1dt-—f0 t3\/2+tdt
zfo m/2-|—udu—1f\/— 2 —2)-p 2pdp = f 552 (p2 — 2)dp =

=2 /VE_op V3 O

. foz?ds,C:a? +y2 =2,2>0,y >0
Solugie. Curba C reprezinta un sfert de cerc. Parametrizarea cercului
este z = v2cosf,y = v2sinf, lar din z > 0,y >0 =60 € [0, F]

[oz?ds = fog 2 cos® 0+/2 cos? f + 2sin® §df = 2v/2 fog 1tee26 4p —
= V2(0 + isin26)/2 = T2 0

e z2ds, unde C este arcul de cerc definit prin intersectia sferei
2% + 32 + 22 = a? cu planul y = z, parcurs de la punctul A(0,0,—a)
la punctul B(0,0,a).

Solutie. Folosind coordonatele sferice gdsim o reprezentare paramet-
ricd a arcului de cerc C:

o2

T = sin @
Y= ‘/—smé
z=aqacosfd

unde p = a, go:%’,; 6 € [0, ]

[ozPds = fo 2 sin 9\/ Y2 o5 6)2 + fcos@) + (- asin€)9d9
= fo' @ sin2 9df = fow 1= Cgswd@ = [ 0/% —511120/6'] =2.2=

='4_7T O

(
a3
'g_

. fc zyds, unde C este curba de intersectie a suprafetelor 22+ + 2% =

— A2 .2 2 _ a® . X o : 1 :
= a¢*,z° + y* = % situata in primul octant.

Solutie. Curba este intersectia dintre o sferd i un cilindru §i o parametrizam
folosind coordonate cilindrice:

T = gcosb
y = 2sind
_ a3

2=

unde p = %, z se obtine ficdnd sistem intre cele doud ecuafii ale
suprafetelor gi pastrand doar valoarea pozitivé decarece curba se afla
in primul octant, adici z > 0, iar & € [0, 5] deoarece z > 0,y > 0,
curba fiind In primul octant
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fcmyds=fﬁ%cos@sine\/(—%’sine)z - (& cosh)’d6 =
= %fo% sin 6 cos §df = ‘1‘—;[0% sin 26d0 = %5 (‘“’SZB)/O% % O

S& se calculeze lungimea arcului de curbd dat prin y = chz,
0<z<In2

Solutie. | = fc, ds = ln2 v/1+sh’zdz = 1n2ch:1:dar: —
— ShCL‘/an 0

S& se calculeze centrul de greutate al barei y = ach?,0 <z < a.

Jozds _ [y wchZdz _ azshZ/f—a [JshZdz

Solutie. zg = = = - =
2§h1 2Ghz/a Jods = [Tchids ashZ /2
__ a’shl—a"chG/o __ 2a
- ashl T etl
_ foyds __ afych?2dz 2 [&(ch2E+1)d _ afet—144e?) O
Yo = Jods ashl - ashl T de(e®-1)

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta doua:

_ dy . o . .
C %aty — a+s» unde C este curba simpld care are drept imagine

portiunea din cercul 72 + y? 4+ 2ay = 0(a > 0), pentru care z +y > 0
si extremitatea initiald in punctul A;(a, —a).

Solutie. Cercul are centrul in punctul (0, —a) si raza a. Dreapta z+
+y = 0 este a doua bisectoare, iar inegalitatea = + y > 0 reprezinta
semiplanul determinat de aceastd dreaptd , care contine punctul (1, 1).
Bisectoarea a doua taie cercul in punctele A;(a, —a) si O(0,0). Atunci,
reprezentarea parametricd a curbei este

z =acost,y = —a+asint,t € [0, L1,
Integrala devine:

" 3
dy __ 2 —asint acost

I= fO 2a+g " atz — JO aTasint e+acost
Folosind identitatile

sint = cos (§ — t) = 2cos? (§ - %) — 1 gi cost = 2cos? £ ~ 1 obtinem

ZCos %)—1 2cos? -1
—fO i: 2cosz(§—%) + 2cos"’2—§- dt =
3 1 1 _
- fO 1 2c052(%—-%) +1 2 cos? -2-5] dt =
=2t/ —tg (F—%)/¢ +tgs/d =-m+2 O

10. fc.:rdy—yd:r,(]:xg+y2=4,y=\/§$,:c20,y=%
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12,

Solutie. C =C1UCUC3, unde Cy 1y = \%,x € [0,4/3],
Cy:z=2cost,y=2sint,t € [5,%],Cs:y=2zV3,2€[0,]

Atunci

Jozdy —ydz = [, zdy - ydz:-l—fc zdy — ydz + [, zdy — ydz =
__[0 (7 — 7) da:+f2[200st 2cost — 2sint - (—2sint)]dt+
-}—fl(:c\/_—a:\/_dx—-%” a

. Jo(y—22)dz—~(2—xz)dy+(2z—y)dz, unde C este curba simpli gi inchisd

care are drept imagine cercul din spatiu aflat la intersectia sferei 22 +

y%+2%2 = a?(a > 0) cu planul z—y+2z = 0; are ambele capete in punctul

A (73, 0, — \/§>’ determind pe acest cerc sensul trigonometric direct

(sau invers acelor de ceasornic) dacd privim dinspre partea pozitiva a
axei Oz.

Solutie. Proiectia cercului dat pe planul zOy este o elipsa si ecuatia sa
se obtine eliminand pe z intre ecuatiile 22 + 3?4+ 22 = a?siz—y+2 =
= 0. Ecuatia elipsei va fi ,
P42+ (z—y)? =a? = ooyt =L = (z - 3’2-)2+(@) -
_a’ '

=2

Punénd z — % = %cost, éy = Jpsint,t € [0, 27] obtinem o

parametrizare parametricd a elipsei:
a—fcost+f31nty—f81ntv€[027r] o |
Inlocuind expresiile lui z si y din reprezentarea de mai sus in ecuatia
planului z — y + z = il determindm pe z ca functie de ¢ si obfinem
reprezentarea curbei C:

— = % gint — & ]
T = 5cost+ Jesint,y = \/-smtz—\/-b ni — Jscost,t € [0, 2]

Avem
Joly —2z)dz — (2 — z)dy + (22 ~ y)dz =

02T[\/-coatK \/-s1nz‘+\/-cost>+\2/‘lcost \2/°icost+\/—cost
(\/gcostj- \/_smt)Jdt Ozw‘i?—cos tdt = \/ﬁ O

Folosind integrala curbilinie, s& se calculeze aria buclei foliului lui
Descartes z° + 13 — 3azy = 0.

Solutie. Reprezentarea parametricd a curbei este

— Bat_ . _ 3at?
I'=15Y = 133

dreapta y = tz)

t € [0,00) (aceasta se obtine intersectand curba

Aria se calculeazi dupi formula A = % fc zdy — ydz
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Avem
; / V4 /
1 oo 3at  {3at?\ _ 3at® [ 3at 1 0qg,2_t? —
A=35)y 14 (1+t3) 1+ (1+¢3> dt=13Jo 90" gyppdt =
— 82
= =3 O

S& se calculeze [ ydz + zdy pe un drum cu capetele A(2, 1) §i B(1, 3).

Solutie. Forma diferentials o = ydx + zdy este inchisi pe IR? si deci
este exactd . Rezultd cd integrala este independentd de drumul par-
ticular care uneste
punctele A si B. Integrala se calculeaza pe un drum particular, de
exemplu pe segmentul [AB], a cirui parametrizare este:
5—t

z(t) = —5 y(t) =t, t€[1,3].
O altd metoda constd In a determina un potential scalar f pentru
1-forma diferentiald a:

T Yy
f(w,y)=/ 'yodw+/ rdy = xy + k,
z Y

0 0

k fiind o constanta arbitrard . Integrala cerutd in enunt este:

/a=f<B>—f<A)=1,
T

" fiind un drum arbitrar avand capetele A si B.

0]

Fie P,Q,R: Q= {(z,y,2); y > 0,2 >0} — R,

_ .2 Yy
P(:B,y,Z)—:E yz+x2—!—y2’
2 x
Qz,y,2) =y —Zﬂf‘m-—z,

R(z,y,2) = 2* — zy.

Notand cu w = Pdz + Qdy + Rdz, sa se calculeze / w, unde I" este un
r

drum parametrizat arbitrar {inclus in Q) ce uneste punctele A(1,1,0)

si B(~1,1,0).

Solutie. Observim c& w este o 1-forma diferentiald inchisé :

oP z? — 1 __ 0@

oy (@+y): Bz
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R oP
%= VT
8Q  8R
5 " oy

Domeniul (2 este stelat, agadar w este exactd pe ). Rezultd cd | w

T
nu depinde de drumul parametrizat I', ¢i doar de extremititile A 51 B
si de orientare (de la A cétre B).
Fie parametrizarea z(t) = —t, y(t) =1, 2(t) =0, t € {—1, 1]; obtinem:

' 1 1 2
_ 2 = _2_
/Fw /;1(t-rt2+1>dt 3

Sa mai facem observatia ca rationamentul de mai sus nu maj este corect
dacd drumu! nu ar fi inclus In €2, deoarece, pe un astfel de domeniu
w nu ar mai fi exactd si deci integrala nu ar mai fi independentd de
drum.

De exemplu, s& considerdm punctele C(1,—-1,0), D(-1,-1,0) si dru-
mul I'; format prin concatenarea segmentelor (orientate) [AC|U[CD]U
[DB]. Atunci fl‘l w # [pw. Intr-adevir, cu parametrizarea:

[AC] : a(t) =1, y(t) = —t, 2(t) =0, t € [-1,1],

[CD] : z(t) — ¢, y(t) = -1, z(t) =0, t € [-1,1],

[DB]: z(t) = -1, y(t) =t, 2(t) =0, t € [-1,1].

VN

se obtine:
/ S U R Y Yl
0 T27372737273° 73
O
. Fie P,Q: R*\ {(z,y) | zy = -1} = R,
P(z,y) = Qz,9) = —

si fie @ = Pdz + Qdy. S& se calculeze integrala [ o, unde I este un
drum arbitrar avand capetele A(~1,—1) si B(3,3) si nu intersecteazs
hiperbola zy = —1.

Solutie. Forma diferentiala o este Inchisd :

8P 1 5Q

— . 2 .
3y (1+wy)2_axav(3':y)€]3,wy;é 1.

Multimea Q = {(z,y) € R? | zy > —1} este stelatd , deci pe Q « este
exactd . Rezultd ci integrala este independentd de drumul particular
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(inclus in ) care uneste punctele A si B. Un potential scalar pentru
o pe mul{imea §? este:

lx y
Yo z
f(fE,?J)?-/ da:-l-/ —dy = In{l + zy) + k,zy > -1,
\ zo 1+ ZYo w L TTY \ g
gi deci integrala este:

/a = £(B) - f(A) = In5.
T

O

Constatdnd in prealabil cd expresia de sub semnul integral este o
diferentiald totald , s& se calculeze urmaitoarele integrale curbilinii,
In care s-au specificat numai capetele curbei de integrare:

f 3.0 I ymydm + 7 dy luatd pe o curbd a cérei imagine nu inter-
secteaza hlperbola, xy = —1,

Solutie. Avem P{z,y) = 1+$y si Qz,y) = 1+xy (zy # —1)

Multimea pe care sunt definite P si ¢ nu formeazi un domeniu. Vom
considera numai multimea D a punctelor din plan pentru care zy+1 >
> 0. Multimea D contine punctele A; (3, —2) gi A3(3,0), deoarcce
avem 1-(-2)+1=3>03-0+1=1>0. Aceastd multime este
un domeniu simplu conex, deci putem aplica teorema 11 2. Functiile

P si ) admit derivate partiale continue pe D si avem d = ?92

= OleyT? In concluzie integrala nu depinde de drum. Pentru calculul
el trebuie sd gdsim o curbad care uneste punctele A; si A;. S& ob-
servim ci nu putem lua curba care are drept imagine segmentul A1 4,
si nici curba care are drept imagine segmentul A;As; reunit cu seg-
mentul AzAj, unde A3(3,—2), deoarece aceste contururi intersecteaza
hiperbola zy = —1. Dacs notdm A4 (3,0) se observil c segmentele
A1A4 §i AgAg nu intersecteazd hiperbola zy = —1. S& ludm curba
simpld C' care are drept imagine aceste segmente. Ea este reuniunea
curbelor Cy : z = %,y =tte[-2,08 Co:z=ty=0,t€ L3,3]

Atunci

fc 1-+1-J:z:y dr + 1-fzydy = fC& 1-I?zy dz + 1-f:vydy + fC’z l—ilzy
—I—dt + f 7 0dt =1n3 O

dy =

J 2 1_th

17. f‘ 3D 2dx + z2dy + Tydz

1,1,0)
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Solutie. Functiile p = yz,Q = zz, R = zy sunt definite g admit
derivate pa,rtiale continue in tot spatiul. Avem
_ 9Q _ OR 0Q _ 3R

dy Dz = % Bz =% ~ Y5 T B—y.—x

deci expresia de sub semnul integral este o diferentild totald si integrala,
curbilinie nu depinde de drum. Fie punctele 4;(1,1,0), A2(1,1,1),
A3(2,1,1), A4(2,3,1). Vom alege curba simpl3 care are drept imagine
segmentele Aj Ay, As A3, A3Ay si are primul capdt in punctul 4;. Ea
este reuniunea curbelor

Ci:z=lLy=LlLz=¢4te[0,1],Ch:z=¢ty=1,2z= 1,1t €[1,2],
Cs:z=2,y=t,z=1t€L,3].

Atunci:
fC 14 a:ydx-*_ 1+zydy fCl 1+myd$+ 1+:r:ydy+fCo 14 zydm_l— 1+a,ydy =
= [dt+ [Pdt+ [l2dt =6 O

S& se stabileascd domeniul In care expresia P(z,y)dz + Q(z,y)dy =

= \/ VT2 +y? —zdz + \/ VZ?2 + y? + zdy este o diferentiald total} si

s8 se géseascd o primitiva a ei In acest domeniu.

Solutie. Functiile P si Q) sunt definite si continue in tot planul. Pentru
y # 0 ele admit derivate partiale continue gi avem

8P __ 1 . y Yy Vz2+y*ta

— v—-—l .
%y 2\/\/12+y2—z Vz2+y? 1yl 2¢/22+y?

6Q ( z -+ 1> — V V $2+y2+$
9= 2\/@3;2-{—:3 Va2ty? 24/2% 4y
Deoarece l_l = 1 numai pentru y > 0, rezultd ca cele doua derivate

partiale sunt egale numai in semiplanul superior, ce reprezintd dome-
niul cautat.

Fie (z',v') un punct din semiplanul superior i C(z/,y') 1z = 2't,y =
= ¢'t,t € [0,1], o curbd care are ca imagine segmentul ce unegte
punctele (0,0) si (z’,3'). O primitivé a expresiei diferentiale din enunt,
va fi datd de relatia

F(z',y) = [oa 4 Pz, y)dz + Qz, y)dy =
N Yy -z + y’\/\/:c’z + 42 + 2//idt =

-—=:z:’\/ x’2+y’2—m’+y’\/ '+ "2 + ') O

Stabilind in prealabil ca expresia

1 4_ z
(ZZT" + = )d:z: T (E z +y ) dy + 5t dz definith
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pentru z > 0,z > 0, este o diferentiald totald , sd se gdseascad o
primitiva a ei.

Solutie. Domeniul D definit de inegalitagile z > 0,z > 0 este simplu
conex. Functiile

admit derivate partiale continue pe D. Avem
orP _ 0Q _ 1 I-y OP _OR _ _y 9Q _OR _ _ =z
Oy — 0z — z " (@24y®21 0z — Bz T T 2208z By 22

Rezultd cd expresia datid este o diferentiald totald . Pentru calculul
primitivei F' vom lua punctul (zb,y0,20) = (1,1,1) € D, punctul ar-
bitrar (z',y,2z’) € D i o curbd C cu extremitatea finals in (z/,v, 2),
compusa din reuniunea curbelor

Cr:z=t,y=lz=1tell,2
02:x=$,7y2t12=1)t€ [Ly/]
Cs:z=z,y=y,z=ttell,7]

3
Atunci F(z',v/,2') = [, Pdz+Qdy+Rdz = Z/ Pdz+Qdy+Rdz =

+t 1 y'
= 7 (S - phy) di+ :c’(l—m,+t)dt+fl bezy g —
= (Int +t + arctgt)/¥ +z't/? —arctg, 57/'11” I—l—lnt/f m—[’—/'{ =
= Inz'7’ + arctg z’ + arctg &, — arctg & + S O

. S4 se calculeze circulatia cAmpului de vectori V' de-a lungul curbei I'

in urmatoarele cazuri:

a. V=—(z +y)"' (=* ~ %),

I ={(z,9) e Rz +92 =4,y <0} U{(z,y) e R?;22 +¢*> — 2z =
0,y > 0}.

b. V = i + zyj + zyzk,

['={(z,y,2) e R}, 22 +y* = 1} n{(z,y,2) € R3; z + 2 = 3}.

Solutie. Campului de vectori V = Pi + Q7 + Rk i se asociazi , prin
definitie, 1-forma diferetiald w = Pdx+Qdy-+ Rdz; circulatia lui V de-

a lungul lui T este, prin definitie integrala curbilinie: [ VdF = / w.
JT r

a. Notam:
_ i} 2.2 . .2 , 1
Fl--{(x,y)EIR 1zt + Yy =4, y <0y,

Ty ={(z,y) e R*;2> +y* -2z = 0, y > 0}.
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O parametrizare ( in sens trigonometric pozitiv) pentru I" se obtine
astfel:
I’ : z(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [, 27),

Ty :z(t) =1+ cost, y(t) =sint, t € [0, 7]

b. Parametrizarea este: z(t) = cost, y(t) = sint, 2(t) = 3 — cost, t €
0, 27).
O

9.3 Probleme propuse

S& se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de speta Intai;

L.

N

oo

Jo+v/¥(2—y)ds, unde C: z =t —sint,y =1 — cost,t € [0, 3]

.4
R: 3v2

Jol+y)ds,Ciy=24+2,0<z<1

R: 32
[osinzds,C:y =sinz,0<z < I
R: 2 +In(1 +/3)

foe*t¥ds, unde C este curba simpld , inchisd , rectificabild si ori-
entatd pozitiv care are ca imagine triunghiul din plan cu varfurile
A1(-1,-1), As(1,~1), A3(1,1) si ambele capete in punctul A;.

R: (1 + ‘/75) (e? —e™2)

- Jo 2 (2 + y®)ds, unde C : z = tcost,y = tsint,z = t,¢ € [0, 1]

R: 4\/_+8\/_

foyds,C:z?+y% =1
R: 0

Sa se calculeze masa si centrul de greutate ale firului material omogen
cu densitatea p(z, y, z) = 1 care este imaginea curbei C ; z = V72 — t2.
cost,y = V2 —t2 .sint,z = V4r? —1- V7?2 —t2,t € [-7, 7]

R: M=% 0c=—3,00=020=2 Vir? -

S4 se calculeze urmatoarele integrale de speta a doua:

. Jozyds — y*dy, unde C 1z =12,y =%, € [0, 1]

R: -3
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Jozdy, unde C: z = e,y =1n(l +¢€),¢ € [0,In2]

R: l-l-ln-g-

fC zdxr +e*dy, unde C: z =In(1+¢),y = v1+1,t €[0,1]
R: {(In2)?+ 1 (2v2-1)

Jo( arcsiny)dm + 23dy, unde C: z = —t,y =1 -2, € [-1, 1]
R: 3T —2

Jolz+y)de —ydy,C:zy=2,y=2z,y=%,2>0
R: ————21112

L

szTy (zdz — ydy),C: 2> +y* =1,y=0,y =ztgo,a < §,z >0
R: Inv1 —sin 2«

fc(y + 1)dﬁ: + z2dy, unde C este curba simpls si rectificabild care
are drept imagine portiunea din parabola y = z2 — 1, cuprinsi intre
punctele A1(1,0) si A2(—1,0) si primul capit in punctul A;.

P
R. 3

: fc ydzx — (z — a)dy, unde C este curba simpld , inchisi gi orientati

—)2
pozitiv, care are drept imagine elipsa (i&{—l)— + %; =1(a>0,b>0)si

ambele extremitati in originea coordonatelor.
R: —2mab

Jo Vy? + 22dz + V22 + 22dy + /22 + y2dz, unde C este curba simpl3
care are drept imagine segmentul din spatiu AB, cu A(-1,-1,-1) si
B(2,2,2) si primul capét in punctul A.

. 15v2
R: 5=

JFO ydz + zdy + zdz, unde C este curba simpld si inchisa care are drept
imagine triunghiul din spatiu ABC cu varfurile A(1,0,0), B(0,1,0),
C(0,0,1); are ambele capete in punctul A gi determind orientarea
(A, B,C).

DIfC

jc V1 —z2dx + zdy, unde C : 22 + % = 1,z > 0 parcursi in sens
direct.

R:#

Constatdnd in prealabil cd expresia de sub semnul integral este o

diferentiald totald , s& se calculeze urmaétoarea integrald curbilinie,in
. : oy 1,3

care s-au specificat numai capetele curbei de integrare |, ((2"1)) ydr+xdy.

R: 1
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20. Stabilind in prealabil c& expresia (y? — 3z2)dz + 2rydy este diferentiali
totald , s& se gaseascd o primitiva a ei.

R: F(z',y) = —x3 + z/y?



Capitolul 10

Integrale duble

10.1 Notiuni teoretice

Fie f o functie mirginits si definitd pe domeniul mirginit D C R?. Se
considerd o partitie a planului in intervale bidimensionale, din care retinem
pe acelea ce contin puncte din D. Notd3m prin wg, k = 1,7, intervalele
bidimensionale retinute, numerotate Intr-o ordine oarecare. IFie diviziunea
A multimea acestor intervale. Norma diviziunii A notatd v(A), este cea mai
mare dintre dimensiunile intervalelor wy, k = 1,n. Suma Riemann atagati
functiei f corespunzatoare diviziunii A a domeniului D este

oa(f) =) _ (& m)aria(wr), (S M) € wi

k=1

Integrala dubla a functiei f extinsa la domeniul D este

/ﬁj@wmw=wgnaan

— 0

limita fiind aceeasi pentru orice alegere a punctelor intermediare (&g, 7x).
Pentru calculul integralei duble se disting urmitoarele dous tipuri fun-
damentele de domenii de integrare:
) Domeniul D, este simplu in raport cu axa Oy daci este definit de
inegalititile ¢ < z < b,a(z) < y < B(z),unde « i B sunt functii continue
pe [a,b]. Dacd f este continud pe Dy, atunci

b 8(z)
/ F(z,y)dedy = / da f #(z,y)dzdy
D, Ja

o(z)

b) Domeniul D, este simplu In raport cu axa Oz dacd este definit de
inegalititile ¢ <y < d,v(y) < = < §(y), unde + si § sunt functii continue pe
le,d]. Dacd f este continud pe D, atunci

//; f(:v,y)dwdy=/ddy /6(y)f(w,y)d9¢

Jv(y)

188
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Schimbarea de variabile la integrala dubld Fie D’ un domeniu com-
pact in planul Quv §i D un domeniu compact in planul Ozy. Fie T o
transformare definitd pe D’ cu valorile pe D,datd de functiile reale ¢ si 10,
de doud variabile reale ,

. T = ‘10('“" 'U)a (U,’U) e D
g { y =), (uv)el

Presupunem ca :
1° T este continud pe D’ gi biunivocd pe Int(D’)
2° Functiile ¢ si ¢ au derivate partiale continue si mérginite pe Int(D’)
3° Pe Int(D'), jacobianul transform3rii T" este diferit de zero:

I 8p Y
D(p¥) __
J=Dem=|8& B8 |#0
T ov

Teorema 10.1. (Teorema de schimbare de variabile la integrala
dubld ) Daca f este o functie reald definita §i integrabild Riemann pe
D, avem

L % Oy
//Df(m,y)dwdy=/ le((p(u,v),q,b(u,v))‘ 5%— -%% dudv

Vom da céteva exemple de schimbari de variabile utilizate mai des:
a) Transformarea de la coordonate polare (notate cu 6 gi p) la coor-
donatele carteziene:

T z=pcosh, (6,p)eD
"l y=psinb, (6,p)e D’

unde D' = {(8,p) e R*/p > 0,0 < 6 < 27} sau
D' ={(9, p)eIRz/p>0 —r <6< 7}
Jacobianul transformirii, in modul, este I D((e’f;; =p

b) Transformarea de la coordonate polare generalizate (notate cu
si p) la coordonatele carteziene:

ISIETSTE

T z=apcos*l, p>0,0<8<
" y=bpsin®d, p>0,0<f<

unde a, b, > 0
Jacobianul transformérii, in modul, este I gg ) I = aabpcos®* 1 fsin®* 14
Pe lang4 calculul ariilor domeniilor plane si al volumelor ddm si urmatoarele

aplicatii ale integralelor duble:
a) Masa unei plici plane D, de densitate p(z,y) > 0 este

m= [ [ plo)azay
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b) Coordonatele centrului de greutate G al unei placi plane D, cu den-
sitatea de mass p(z,y) > 0 sunt

1 7 1
Vi / /b zp(x,y)dzdy, yo = % / /D yp(z,y)dzdy

c) Momentele de inertie ale placii in raport cu axele de coordonate Oz
si Oy sunt respectiv

I, = / / v*p(z,y)dzdy, I = / / z%p(z,y)dzdy
D J D

Momentul de inertie al placii in raport cu originea este Ip = I + I,

10.2 Probleme rezolvate

S4 se calculeze urmaétoarele integrale:

1.I=//, —\/%da:dy, dacd D este domeniul marginit de dreptele
r=0y=1y=V2,y=ux

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu ambele axe. Vom consid-
era domeniul D simplu in raport cu axa Oz si vom integra in ordinea
z,y, deocarece , in acest caz, reprezentdrile parametrice ale curbelor
care marginesc domeniul D au o expresie mai simpla .

Proiectia domeniului D pe axa Oy este intervalul [1, v/2]. Reprezentarea
parametricd a curbei care il margineste la stanga este z = 0,1 <y <
< /2, iar reprezentarca parametrici a curbei care il margineste la
dreapta este z = y,1 <y < ¥/2. Avem

I= II% (Toy \/-fz_szd‘T> dy =
= [P [§VTHF - % e+ TP My =
= [P 2(/3 - n(1 + VE)dy = 1[V2 - In(1 + v/3) =

2. I =[[,(1-y)dedy, unde D= {z? + (y—1)? <1,y < 2% 2 > 0}

Solutie. Domeniul D este portiunea cuprinsi intre cercul cu centrul in
punctul B(0,1) si raza 1 si parabola iy = z2, din primul cadran; el este
simplu In raport cu ambele axe. Vom integra in ordinea v, z, deci vom
considera domeniul D simplu In raport cu axa OQy. Aflam coordonatele
punctului A de intersectie a cercului cu parabola, rezolvand sistemul

2+ (y-1)2 =1
y =1’
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si obtinem A(1,1). Rezultd cd proiectia domeniului D pe axa Ox este
intervalul [0, 1].. Curba care mérgineste inferior domeniul D este arcul
de cerc OA, situat pe semicercul inferior; reprezentarea sa parametrica
se obtine rezolvand in raport cu y ecuatia cercului gi este y = a(z) =

=1-+v1-2%2¢€(0,]]

Curba care margineste superior domeniul D este portiunea din parabola
y = 2, cuprinsy intre punctele O si A, deci are reprezentarea para-
metricd y = B(z) = 2%,z € [0,1].

Reducem acum integrala dubld la o integralé iteratd , in ordinea y, z:

1 x?
I = fO (Jrl—\/f—_:c_z_(l - ’y)dy) dz = — (1 ) \/—-;-d
=—3 Jrg[(l—x2)2+z2—l]dx=—§ Ol(z -z )do:—ilg O
3. 1= fD zydzdy, unde D e domeniul limitat de curbele zy = 1, z+y =
5
= 3,

Solutie. Curbele se intersecteazs in punctele A (3,2) , B (2, 5) obtinute
rezolvand sistemul
{ ry=1
TTY=

Domeniul D este arcul hiperbolei echilatere zy = 1 cuprins intre
punctele A gi B gi segmentul din dreapta z + y = 3§ mdirginit de
punctele A si B.

Atunci I = [? fg_zcv d d:z:=f27:f-/g_mdz etc O
- 5 % yay % 3 i’ .

PO UL

4. I={ [, /|y — z*/dzdy, unde D e domeniul z € [-1,1],y € [0,1].

Solutie. Domeniul D este un dreptunghi care se scrie ca reuniunea
dlntreDlslDg,undeDl-—:{my)/—l<7;<10<y z?} s
{\:L y)/—1<z<1, x2<y<1}Atun01

I=[]p vy — 22|dzdy = ffD1 V/z? — ydody + fsz \/y——_:L'Ed:cdy
f Jow VAT = ydzdy = [1, (J5 /& —ydy) do =

= [, (J5 ~vads) do = [, §24 /5" dn = [, Babdn =0

Analog [ [, +/y — z?dzdy = I (f:clz mdy> dz etc. O

. 1= [ [5(z] + |y|)dzdy, unde D : [z] + |y} < 1.
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Solutie. Domeniul D este un patrat de varfuri (1, 0), (0,1), (-1,0), (0, 1)
g1 se scrie ca reuniunea a patru domenii Dy,Dy,D3,D4, dupd cum z §i
v se afld in primul, al doilea, al treilea, respectiv al patrulea cadran.

Atunci

= [ Jp,(z +y)dzdy + ffp —z +y)dzdy + [ [p (—z —y)dzdy+
+f Jpy(@—y)dzdy = 3 ([ @+ y)dy) do=+ [, ( 2P~z + y)dy) do+
+f_1 (f_l —z\"T Y dy) dz + fo <f$~1(m - y)dy) dz etc. O

I=[[, -\}—Eda:dy, unde D : 2 SSz,yS 2z,y + 4z < 24.

Solutie. Alam punctele de intersectie dintre parabola y° = 8z si
dreptele y = 2z §i y + 4z = 24, rezolvand sistemele

2 =8z
y =2z
si
y? =8z
y+dz =24
si obtinem O(0,0), A(2,4), B (%,6) ,C(8,-8)

233 _9_ \/8— 4
I= foz ( V8 ,—dy) d$+f2 (f \/x— \}—dy) d33+f9 (fszs—; \}—dy) dz =
: \f(2z+\/8:c d:r+f (\/—5+\/8—$)da3+J% 2= (24—4a++/8z)d é;
ete.

&IH

I = [ [,ydzdy, unde D este domeniul mirginit de parabola y? =
= 2z, cercul z2 + y° — 2z = 0 si dreapta z = 2.

2

y . 2 y° 2z
Solutie. I = fo (fmydy) dr = [ % \/‘/;;-?dx fo &dz =

[ conn

S& se calculeze, trecdnd la coordonate polare, urmétoarele integrale
duble:

I={/, Zéda:dy, unde D = {(z,y)/1 < 2% + y% < 2z}

Solutie. Domeniul D e portiunea din exteriorul cercului z? + y? = 1
care se afli in interiorul cercului (z — 1)2 4+ 42 = 1.

Trecem la coordonate polare z = pcosf,y = psinf si obtinem 1 <

< p? < 2pcosf, deci p € [1,2cos6].Cum cosd > -;— avem g € r—%,%j
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Atunci [ = fﬂ ( f2°°setg 2. pdp> do =1 f_%% (4c0s>0 — 1)tg20d6 =
= 1 r31r (4811129 - tgze)dg = 5 j‘B 1 - 00829) — tgze}de = 9/%1{—
3

S5~ T o= - (oS- i) = -
b=} (V- F)=r-}- V3 .

=/ :1\7— — 2 —yzldxdy, unde D:z? +4? < 1.

Solu;z'e 2+ 92 — :”T'/'"-ﬁ = ( este un cerc de centru (2—7 W) gi razéd

2, far 22 + 9% =1 este un cerc cu centrul in (0,0) si de razid 1. Vom
considera Dy : 22 + 9% — 22 < 0si Dy = D\ Ds.

=
z+y 2|= z? + 92 —zjzy, dacd (z,y) € Dy
' %J/%y— —y?, dacd (z,y) € D

AtunciI = | sz (a:2 + 92 - —I-j—ﬁa) dzdy— [ fDl \12 + 9% — I\j-") dxdy =
=[Jp (372 +y* - %) dzdy — 2ffD1 (332 +y° - JJ'L) drdy = Iy~
—-21

Calculam I; folosind coordonatele polare z = pcos 8,y = psin g,
e €[0,1],0 € [0, 27]:

' 27 [ rl : 3 in 1
L={][, (:c2 +y? - w—j-ﬂ) dody = [;" /o (pz — peesiend 9) pdp| db =
— 0271’ (%4 _ % . 056 SlI'.I. ) / dg — 271' (% _ % . COSO\—/%Sine) d9 — le/%ﬂ'_
—ﬁ f027' (cos@—:-sm@) df =% 3\/- (sin8/3™ — cos8/2™)

Calculdm I folosind coordonatele polare z = pcos §-+ =% B Y=0r sin 6+

+2—%,p €[0,%],6 € [0,2n):
. 1 )
L= | Jp, (“’2 +y° - %q) dedy = [7™1 [ (0 cos? 6 + L\"/’Ee + 14
. . psiné pcosé’-}-psin@-l—L .
+p? sin® 6+252 +3— 7 )\ pdp|df = [ fo LYpdpldd =

27 3 '3 p
= a0 fH - Dedo=2m- (/4= 518) = om- (gka = ) -

~or () =%
A§adar,I=§—2-(—§%)=?—g O

I= ffD d:cdy,D 422 + 2 < 4,22+ > 1,y >0

Solutie. Domeniul D este portiunea aflatd in exteriorul cercului de
centru (0,0) si razd 1, In interiorul elipsei de semiaxe 1 si 2 gi in
semiplanul superior.
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Trecem la coordonate polare £ = pcosé,y = psin 6 . Obtinem

2 020 1 A2 qin2 2 4 © 200200 222
4p“cos“f+p°sin“d <4=p < Tood oz SiP°cos 6+ p*sin“ 0 >

: 2
2 1, deci p € [l’ \/4cos? §+sin? 6

Cum y > 0 avem sinf > 0, deci 8 € [0, 7]

Atunci

I — f(;‘r ( 1:';4‘:052 6+sin? 8 esm pdp) d9 fo sin 9 \/4 cos2 f+si n2 g de —

1 (7 4sind 1pm . 1 =1 —4d )
2 07.1 40032591-?-sin29d9 ) fO sin fdf = 2 fl E’ZTlli—f 2( coS 9)/0
= [ g 1 =2VBarctgV3y/Li +1=2v3- F+1=22+1 O

[ Ip ew2+yzd:z:dy, D= {(z,y) e R?; 22 + 42 < 1}

Solutie. In coordonate polare domeniul de integrare este dreptunghiul
(py) € [0,2m) x [0, 1], §i deci:

21,2 om e, 1 [,
//ex"'ydzdy:/ dcp/ pepdp=—/ e?
D 0 0 2 Jo

1
dp = 7(e—1).
0

)
JIp (1+\/$2+y2) dedy, D = {(z,y) € R*; 2 +4*—y <0, 2> 0}

Solutie. Inlocuind pe z si y in conditiile ce definesc domeniul D, obtinem
p < sing, cosp >0

si deci
v €0, g>, p € [0,sinyl].

Rezulta :

sin ¢
// 1+ :1:2+y da:dy—/ f,o/ p(1+ p)d

oom
lOIL\D

13. [ [pIn(1 + 2 + y?)dzdy, D fiind mirginit de curbele de ecua’tii

$2+y2=62,y=a:' 31$=y\/§7 z > 0.
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14.

15.

16.

Solutie. Domeniul de integrare in coordonate polare este dreptunghiul
(0,9) € [0,€] x [%, §], deci:

// In(1+ z? + 4% dzdy = / dp/3 pln(l + pz)dcp =
D 0 z

_7T(1+82) ™
- s+

g

S& se calculeze, trecind la coordonate pola.re generalizate integrala,
2\ 2
I'=[ [, |zy|dzdy, undeD:(%jr—}-%g) Sz bz,x>0

Solutie. Folosim schimbarea z = apcosf,y = bpsing, 0 € [—=, 7], p >
> 0. Jacobianul, in modul, al acestei transformari este |J| = abp. In
noile coordonate polare, ecuatia curbei ce marginegte domeniul nostru
este p* = p%cos20. Asadar, p € [0,v/cos 20 ] Conditia z > 0 implicé
0 € [—5, 2], dar g cos26 > 0, deci § € -2 P

Integrala devine:
I= f_%_ ( [veos26 122 3 cos@]sinQIdp) df =
a’t? jﬂ cos? 20-cos 6-| sin f]df = L& fo cos? 20-sin 26df =

2b2

O

S5 se determine aria multimii plane D mirginitd de curba (z?+42)? =
=a(z3 +1%),a € R.

Solutie. In coordonate polare, ecuatia curbei se scrie p = a(sin® 4+

+ cos® 8).

Din ecuatia curbei se constatd ca aria este situatd In regiunea din plan
pentru care ¢ +y > 0 (deocarece 0 < (z? +¢*)? = a(z® +93) =

= a(z +y) (2% — zy + y?) ),deci —F < 6 < 3T Atunci aria va fi

3z :
A= ffD dzdy = f_4£ ( 0a(sm3 -+cos® 6) pdp) do =
= -‘12—2 fj (sin® @ + cos® §)%d6 = 5'T—“ O

Sa se calculeze ariile multimilor plane D maérginite de curbele de
ecuafii: )
Y

a. — + o
a? b2 )

b. (2% +y%)" = a?(z? —¢?),2 > 0, a fiind o constantd pozitivi .

= 1,a si b fiind doud constante pozitive.

C. (:13’2 + y2}2 = 2a?zy, a fiind o constantd pozitiva .
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Solutie. a. Ecuatia elipsei in coordonate polare generalizate,
T =apcosp, y = bpsinp, este p =1 gi deci obtinem:

. 27 1
aria(D)z//Dd:rdy=/0 d(p/o abpdp = mab.

b. Ecuatia curbei in coordonate polare este p? = a?(cos? p — sin? ),
sau p = a+/cos 2¢p, si deci domeniul de integrare In coordonate polare

este
goe( Z 4>,p€(0,a\/c032<,0).

Rezulta :

a+/cos 2¢p a?
aria(D) = // dzdy = fﬂdg)/o pdp = o%
3

c. Ecuatia lemniscatei in coordonate polare este p? = 2a? cos p sin ¢.
Domeniul de integrare este ¢ € (0,%) U (m,32), p € (0,a/sin2p);
obtinem:

Z a+/sin 2¢ )
aria(D) = // dzdy = 2/ dcp/ pdp = o
D 0 0

Cu ajutorul unor schimbéri de variabile adecvate , s& se calculeze in-
tegrala I = [ [pzdzdy, unde D:1 <2y <2,1<¥<2,2>0.

O

Solutie. Domeniul D este marginit de hiperbolele echilatere zy = 1
si zy = 2 gi de dreptele y = x §i y = 22. Vom face transformarea
T:u=uzy,v=22>0,y>0. Aceastd transformare este regulati si
inversa sa este T~1: 2 = /%,y = \/uv,u > 0,v > 0.

Imaginea domeniului D prin transformarea 7' este dreptunghiul A :

1<u<2,1<9v<2sijacobianul transformirii 7! este ﬁg(ﬁ Y) =

= & # 0. Aplicdnd formula de schimbare de variabile gi apoi iterand,
obtinem

I=[[yvE hdudv=1} [} Vudu- [} Lodv=1(5vZ-6) O

Fie D C R%si fie f : D — [0, 00) o functie continud .
S& se calculeze velumul multimii

Q={(z,y,2) € R*; (z,y) € D,0< z < f(z,y)},
In urmatoarele cazuri:
a. D={(z,y) e R*; 22 +y2 < 2y}, f(z,y) = 2> + ¢~

b. D ={(z,y) € R?; 2° +4*> <z, y > O}, fla,y) = ay.
c. D={(z,y) e R*; 2 +y? <2z +2y -1}, f(z,9) =¥
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19.

20.

21.

Solutie. Volumul multimii Q este dat de formula

vol(Q2) = / /D (@, ) dzdy

a. Trecand la coordonate polare, se obtine:

i 2siny 3
vol(Q)) = /L(mg—l-yz)dwdy:/o dgo/o p3dp = T

b. Cu aceeasi metoda , se obtine:

1

5 cos
vol(Q2) = // zydzdy = /2 d(p/ p3cospsinpdp = —.
J Jp 0 0 24

c¢. Cu schimbarea de variabile:
z=1+pcosp, y=1+psing, (p,¢) €[0,1] x [0.27),

rezultd :

27 1
vol(§2) = // ydzdy =/ d(p/ p(1 + psingp)dp = .
D 0 0
!

Gésiti volumul corpului solid 2 ce se intinde deasupra planului zOy,
sub planul z = z si sub cilindrul 22 + y? = 4.

Solutie. Regiunea de bazd R este un semicerc de raza 2,dar datorita
simetriei putem integra peste primul cadran si apoi dublam rezultatul.

V= [ [pzdzdy = 2f02 (fo' v wdm) dy = 13—6 O

Gasigl volumul solidului 2 marginit de planele z = 6,z = 2y si de
2

cilindrii parabolici y = 22,y = 2 — z2.
Solutie. Deoarece cilindrii parabolici sunt perpendiculari pe planul
z0Oy.Solidul 2 are laturile verticale, deci ne putem gandi la Q ca fi-
ind intre planele z; = 6,29 = 2y si deasupra regiunii R din planul
2Oy care e mirginit de parabolele y = 22,y = 2 — 2. Parabolele se
intersecteazd in punctele (—1,1) si (1,1). Atunci volumul este

g2 —
V = [ [plz1 — 20)dady = f_ll (fj'z (6 - 2y)dy> dr = % 0

Gisiti volumul corpului solid € ce se afls in interiorul sferei 22 + y?+
+22 = 4 §i cilindrului (z - 1)2 +¢? = 1.
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Solutie. Integrim functia f(z,y) = (4—22—y2)? pe discul R mirginit
de cercul cu centrul (1,0) gi raza 1. Volumul cerut V' e de dous ori
acela al partii de deasupra planului zOy:

V=2 [pv4-a?—y2dxdy

Trecem la coordonate polare : x = pcos8,y = psing,0 < p <
< 2cos,—-F <6< F sl obtinem

V=4 ( 200801y _ p)apdp)d9=§ 0

Gasiti volumul solidului méirginit deasupra de paraboloidul z = 8—
—122 — y? i jos de paraboloidul z = 22 + y2.

Solutie. Curba de intersectie a celor doi paraboloizi se giseste ficand
sistem Intre ecuatiile suprafetelor si rezultd z2 + y? = 4. Deci solidul
e deasupra discului 22 + % < 4. Atunci

V=] xz+y2$4(8—m2—y2— y?)dzdy = [; (fo (8 —2p )pdp) d6 =
= 167 O

Calculati volumul mérginit de suprafetele 22 + 22 = 2z,2% + 22 =
=3y,y=0.

Soluf,ze V=/_] p Yydzdz, unde D este domemul marginit de cercul
22+ 22 =22,y =0, parabolmdul 22 + 22 = 3y de rotatie in jurul axei
Oy, precum si de cilindrul z2 + 22 = 2z. Trecand la coordonate polare

m™ T

z=pcosf,x = psinf,p € [0,2cos6],6 € [—-2-, 2] se obtine

3 [ Jp(@*+2%)dzdz = 3 f2 (fozcosep3dp) df = %f_%g cos* 0dd =
O

(] ”

Il

Sa se calculeze 7}rolurnul marginit de planul z = 0,de paraboloidul elip-
. 2 . . . :
tic z = % + ¥ si de cilindrul drept ale cirui generatoare trec prin
curba de intersectie a sferei z° + % + (2 — R)? = R? cu paraboloidul

dat.

Solutie. V = [ [, zdxdy = [ [, (%; + %;) dzdy ,
- \
unde D este domeniul din planul zOy méarginit de elipsa obtinuta prin
2
intersectia paraboloidului cu sfera 22 + % + ( + ¥ —.2— R) = R% Se

face schimbarea de variabile z = au cosv, y = businv, J = abu de unde
ecuatia curbei C care limiteazi domeniul va i 4% = 2R — a2 cos® v—
—b%sin®v. Deci

V= abf27r (fgb 3du) dv = 949 fozﬁ'u,‘Ldv =
2 5 .
= 7T-— [<2R 2+b2) + ‘_(a-_zbi)z'}

[
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25. S& se calculeze momentele de inertie in raport cu axele Oz si Oy ale

26.

27.

28.

ariei cuprinse intre curba 2% + 3 = 322 §i axa Oz pentru 0 <z < 3.
3/22(3_2) .
Soluie. I = [ [,y dzdy = f03 (fo = (3-2) y%iy) dr =

= [ [pz?dzdy = fo ( =4 (3-2) dy) d:z:—fo 23 (3 - z)3dz

Se face schimbarea de variabild z = 3¢ gi se obtine

g 1 (4
L,=3 [1t5(1—¢)3dt = 3*B (&, 4) = 3* (?25)(3) _
— gal(+3)r(+3) _ 04 55-33TET(G) _ 10 20m

— B S
a1 24 — 3 sn¥ T 3/3 =

Sa se calculeze momentul de inertie In raport cu originea unei placi
plane omogene mirginiti de curbele y = 0,2 +y — 6 = 0,y = 8z.

Solugie. Intersectdnd curbele obtinem punctele O(0,0), A(6,0), B(0, 6).
Momentul de inertie In raport cu originea este

Ip= [ [p(z® + y*)dzdy = fo (f Yz +y )dm) dy =
-‘fo( +2y” )/Z;_ydy:fo [Qﬁ—s_y+y(6—y)—§?,’§s—%]’dy=
8 o

=136 128 2 0

S& se afle coordonatele centrului de greutate al unei placi omogene,
mirginitd de curbele y? = 2az, 2% = 2ay.

Solutie. Din motive de simetrie coordonatele centrului de greutate se

j fD (Dd.bd’y
gasesc pe prima bisectoare, deci z¢ = yg,unde zg = T ddy

I = 2“(fm9:dy)dm=%a3

I = [* (fgm dy> dz = a2
2a

Deci zg = yg = T%a O

Sé& se calculeze cu o eroare mai mics decat 1072 integralele:
dzdy 1
a ffA 1+Iy’ A ,'2']><[O,1].

ln\z2+y ) .
b- f\fB (fﬂ2+y2-1)(z2+y2)’ dfl}dy, unde:

B={(z,y);1<z*+3° < (e~ 1)}
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Solutie. a.

f/ dzdy / / _/% In(1+ zy) ll o=
al+4zy 1+zy 0 z 0

1 1
$In(1 +2) P (=1)7 (1) 65
/0 z 2 /0 §n+lx T :A;)(nﬂ)?znﬂ 144

b. Folosim coordonatele polare:

e—1
// In(z? + 9?) —47r/ lnpdp=
V(2?2 +y? - 1)(z2 + y?) 1 p=1
e 21n(1+u\ 1)n
=47rf ——du=4r / pldp =
: Z

n+1
—47TZ n+1 )

In continuare se aproximeaza suma seriei alternate obtinute. O

10.3 Probleme propuse

S& se calculeze urmatoarele integrale:

1. I = [ [, zydzdy, dack D este domeniul limitat de parabola y = z? si
de dreapta y = 2z + 3.

R.: I=f_31 (f?z”sa:ydy) dr =53+ 3

4

2. I = [ [, arcsin/z +ydzdy, unde D este domeniul m&rginit de dreptele
z+y=0z+y=1l,y=-l,y=1

R: = f_ll (f_l;y arcsin /z + ydo:) dy =%

S& se calculeze In coordonate polare urmatoarele integrale duble:
3. I = [ [yarcsin o (z? + y?)2dzdy, unde D : 72 < 22 + ¢2 < (2m)?
27
= fo do - [* (arcsin £ 3 Yodp=m (76?’ — %3)

4. I=[[, eV ¥ dzdy, unde D a? <22+ 42 < B, —z <y <z
R: I = [’ p%Pdp- f_% cos fdf = v/2[e®(b? — 2b + 2) — e2(a® — 20+ 2)]
1
5. I= [ [p(z*+y?*+ay—z—y)dzdy, unde D : 4 < 2?4342 < 9,y >z >0
R: I = f23d,0' fg(p3+p3si11229 p C089 Jel ang)dg = @_{-G;Ll). .13_9
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10.

11.

12.

13.

S& se determine aria multimii plane D limitatd de lemniscata lui
Bernoulli (22 + 12)? = 2a%(z? — ¢?).

R: Tinand cont de simetria lemniscatei in raport cu cele doud axe de
coordonate, aria este A = 4 [ f, dzdy, unde prin trecere la coordo-

nate polare obtinem A = 4 fo% ( o 2cos 20 pdp) df etc.

Cu ajutorul unor schimbéri de variabile adecvate, s se calculeze in-
tegrala I = [ (2 + y)*(z — y)*dzdy, unde D : pitratul mirginit de
dreptelez +y=1,z+y=-lL,z—y=-1l,2 —y = -3.

R: Fac transformarea T :u=z+y,v=2z—y
S& se calculeze aria patrulaterului curbiliniu marginit de parabolele
P =ay,z’=by,y’ =cz,y’ =dz,0<a<b0<c<d.

R: Fac transformarea T : u = %,
= [ [p dady

v = —; gi folosim formula A =

. Presupunem ci R e regiunea pland marginitd de hiperbolele zy =

=1,zy=3,22 —y? = 1,22 — y? = 4. GHsiti momentul de inertie
Ip = [ [5(2® +y?)dzdy al acestei regiuni.

R: Fac transformares T : u = zy,v = 22 — y® si obginem Iy = 3

Gasiti volumul V' al solidului ce se intinde sub suprafata z = 1+ 2y si
deasupra dreptunghiului R: 0 <2 <2,0 <y <1 din planul zOy.

R:V = fc;z (fol(l + a:y)dy) dz =3

Gisiti volumul V' al solidului marginit inferior de planul zOy si supe-

rior de paraboloidul z = 25 — z° — 12

R: V =4[5 ([/B725 — ® - y?)dy ) do = =

Sa se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele z = az,z =

= Bz,2° + y? = 2az,0 < a < B,a > 0.

R:V=] fD g — a):r:dwdy unde D este interiorul cercului z? + 32 =
= 2az. Atunci V = (- a) (fo (a+ pcosb)dp) df = =(8 — a)a®

S4 se calculeze volumul limitat de suprafetele z = 22 + 4%,y = 22,y =
=1,2=0.

R:V = [} (Jh(e? +12)dy) do = &



Capitolul 11

Integrale triple

11.1 Notiuni teoretice

Fie f(z,y,2) o functie mirginitd pe domeniul mirginit V' C R3. Se
considerd o partitie a spatiului in intervale tridimensionale, din care retinem
pe acelea ce contin puncte din V. Fie diviziunea A = {v1,va,...,vn}, v,
i = 1,n fiind un astfel de interval. Norma diviziunii A, notatd v(A), este
cea mai mare dintre dimensiunile intervalelor v;,4 = 1,n. Suma Riemann
atagata func§iei f(z,y, z), corespunzitoare diviziunii A a lui V, este

UA f\ Zf &ﬂh,Cz 'Z/OZ(Uz) (fz 771;41) € vy

Integrala trlpla a functiei f(z,y,2) extinsd la domeniul V este

[ ] [ f@uad= tm oatn

limita fiind aceeagi pentru orice alegere a punctelor intermediare (&, 7, (;)-
De obicei calculul integralei triple se reduce la urmatoarele cazuri:
a) Domeniul V este cuprins intre planele z = ¢ si z = d si sectiunea cu
planul z = 2, ¢ < zy < d se proiecteaza In planul zOy dupad domeniul D,.
Atunci, dacd f este continua In V, avem

///vf(’”’“z)d'“:/cd (//"zf(w,y,z)dwd@ dz

b) Domeniul V este limitat de o suprafata cilindrica cu generatoarcle paralele
cu axa Oz (a c¥rui intersectie cu planul zOy inchide domeniul D c R?),
de suprafata inferioard z = ¢(z,y), (z,y) € D si de suprafata superioard
z = 902<$7y)> (:E,y) eD.

Dacd f este continua in V, atunci

///f\r Y,z dv—//p\/m(z’y/ a:y,z)dz) dzdy
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Schimbarea de variabila in integrala tripld Fie transformarea
T:z= @‘(u,v,w), y= w(ua'vﬁw)’z = X(ua v, 'lU)
pentru care functiile ¢, ¥, x satisfac conditiile:
a) sunt functii continue Impreund cu derivatele lor partiale;
b) stabilesc o corespondenta biunivoca si bicontinud intre punctele dome-
niului V' din spatiul Ozyz si punctele domeniuiui V/ din spatiul O'uvw;

= i — Dlzwz) 5 , s
c) determinantul functional J = 5 wvs) Dastreazd semn constant in V.

In conditiile asupra transformarii 7", integrala tripld se transforma dupa
formula

///(,f(‘”a'g’z)d”':'///V,f[‘/’(u’Uaw)’@/’(U,Usw),x(um,w)]|Jidv'

In cazul coordonatelor cilindrice p, 0,z cu z = pcosf,y = psinf,z =
= z, formula schimbarii de variabile devine

///‘/f(x’?J,Z)dU:///VIf(pcosﬁ,psine,z)pdpdedz

pentru coordonate sferice p, 8, cu z = psinfcosy,y = psinfsinp, z =
= pcosf avem

///f(:c,y,z)d'u-—-// f(psin@cos @, psin Osin @, p cos 8) p* sin Bdpdfdy
% 4

Aplicatii a) Volumul corpului V este vol(V) = [ [ [, dv
b) Masa unui corp V si coordonatele centrului de greutate G al corpului
V, pentru densitatea de masé p(z,y, 2) sunt

M:///;p(:c,y,z)dv

1
TG = M///?mp(a:,y,z)dv
1 f
G = M/fjvyp(xaya Z)d’U
zG=—A1z///‘/zp($,gf,z)dv

c) Momentele de inertie in raport cu planele si axele de coordonate au ex-

presiile
-
J Jv

Iy03=///z2p(x,y,z)dv

|4

I,0e = ///yzp(fv,y,Z)dv
J v
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Too= [ [ | 6+ )0tz 2)de
on=//[/(z2+z2)p(m,y,z)dv
=///V(:c2+y2)p(cv,y,Z)dv

11.2 Probleme rezolvate

S8 se calculeze urmétoarele integrale triple:

L I={ [}y grrmydzdydz, unde V:0 <2 < 1,0 <y < 1,0 <
<z<1l,n>3

Solutie. I = fol [fol (fol (1+$2f_1;§+zz)n dz) dy] dx =

__1._ 1 Ty 1 _
('n. -1) JO (f(] (Q+z2+y2+22)n-1 /Ody) dx =

= — 50 1) fO (fo [(2+a;2+y~ (1422 -&?-Jyz)" 1} )

1 1 1

4(n—1){n—2) JO CH+x2+y2)"—2 — (+z23y2)"— 2J /0
S T 2

An—1)(n—2) fo [(3+a:2 n=2 — (24z2)n2 T 1+z2)n— J
)’

— 1 81 84 24
— 8(n-1){n-2)(n 3)(1+3_”—4_"—2_“) [

__l

2. I:dfffvw_—mif_l_—ﬁzdxdydz,a>0, unde V :z >0,y >2 0,2 > 0,z+
+y+z<a

a—I —T— 1 .
Solugie. I = fo S ( Ga z—y w_’_—M_y._l___,)_,falz) dy] dzr =
=30 (5 mm/“‘”‘ydv) dv =
1 - 1
“3ly ( 0 [(Qa)3 B (a+m+y) ] dy) dz =

1 _
—3lo [ 2a)3 + 2%a)7 T 2(0,—‘-1;) dz = g5, .
3. I=[][,/z?+y?dzdydz, unde V e limitat de suprafata conici z =
=+/z2+y?siplanul z=a >0
Solutie. Proiectia lui V pe planul 2Oy este discul D : 2°+4° < 0%,z =
= 0. Obtinem
I={/p (f\a/-I—QT v z? +y2dz> dzdy =«
ffDLa,\/xz—l-y —(z?+y )Tda:dv-—
(fo ap® — p3dp) df = O
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(@1}

I=[[[f,Va?+y?+22dzdydz, unde V : 22 + y° + 22 < az

Solutie. Corpul este interiorul sferei cu centrul in C (O, 0, %) gl raza 3.

Trecem la coordonate sferice z = psinfcosp,y = psinfsing, z =
= pcosl, ¢ € [0,27),0 € [0,F], decarece 0 < 22 + y? + 22 < az, deci
cosd > 0. Obtinem

= f2 | I (Jg===* p3sin9dp) d@] dp = T2 [F sin f cost 0d6 =
=-I& cosf’G/0 = O

I={[[, zdedydz,unde V : 2? + y* + 22 < a®, 22 + 2 < 22,2 > 0

Solutie. Intersectia conului z2 + 42 = 22 si a sferei 22 + y? + 2 2 =a
este un cerc situat in planul z = 75, cu centrul in punctul C { \
gi raza \/:?.

Avem

I=[Jp (f\/%_y zdz) dzdy = ;[ fp(a? — 22° — 2?), unde D

este discul 22 + ¢% < "'

Atunci I = £ 02” (fow(azp — 2p3)dp> df = % .
A=[f[, "y zziyz z)e,da:dydz unde V : 22 + 9y > az, 22 +y? <

< az,z >0

22442 1

Solutie. I = [ [, (fo e R $2;y _z)%dz> drdy, unde D : 22 4+9? <

<a?

Atunci

I'=-2f[pl(a®+2%+¢* — z+y )=% — (a® + 2% + y?)"%]dzdy =

— p _ 1

2] fo 2'p2)2 [“2+(1—%)p2]%:i dpdf = 4ma(+v/2 - 1)
-2 (V2e? —a —a) O

I= f [ fV T +y + 2)%dzdydz, Jnde 1% este partea comuny sferei 22—
412 + 22 < 3a? si paraboloidului z2 + 3 = 2az.

Solutie. Cele dous suprafete se intersecteazs dupd cercul 22 + y? =
= 242,z = a. Corpul este cuprins intre planele z = 0 si z = a+/3.
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Sectiunea cu planul z = ct este D, : 2% + y* < 2az,z € [0,q] si
2% +y? < 3a? — 22,2 € [a,aV/3]

Agadar,

I'= foa (f fmz+yzsgaz(m +y+ z)gdmdy> dz+
+ faa\/g (f f$2+y2§30.2—:52 (.’L‘ + Y + Z)zdxdy) dz =
= 5 (J& 7 (0cos6 + psin6 + 2)°pdpde) dz+

L (i fom (pcos8+ psind + 2)%pdpdd ) dz =
a® (18v3 - %) )

= 5
I = [[ [, zydzdydz, unde V este mirginit de cilindrul 2® + 3> = R?
siplanele z =0,z =1,y = z,y = V3.

Solutie. Trecem la coordonate cilindrice z = pcosf,y = psinf, z =
=z,0§p§R,0§z§l,%§6§§(deoarece:cgygmx/ﬁ=>
=>pcos9§psin9§\/§pcose=¢~1Stg9§\/§=$»§§9§

<3)

I=2ff fol fg o3 cos Bsin fdfdzdp = 2 [ pPdp [ dz f; cos fsin 6df =

=&.1 : ? sin 20df = £ (—ws26) : = B [—% (cos ¥ —cos3)] =

- _& O

5

w|

Q-:{(:c,y,z)€R3;y20,z20,$2+%+% <1}
Solutie. Coordonatele sferice generalizate sunt:
z = apsinfcosy, y = bpsinfsiny, z = cpcosé,
avind acelasi domeniu maxim fiind (p, 8, ¢) € [0,00) X {0, 7] x [0, 27)

si jacobianul J = abcp?sin §.
Pentru domeniul {2 vom lua a =1, b = 3, ¢ = 2, i obtinem:

3
2 L2\ 2
2 Y _Z iy —
/f/q(l e 5 4> dxdydz
1
/dp/ d9/ 6p° (1-p sin@dcp=67r/ p*(1 - p?)
0

oc 2
—67‘(’[) sin?t cos t-dt—67r/0 H%L—%—‘Miu=

ralus

dp =
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10.

11.

12.

_37T(___u_°°+/'°°_du_ _ /°° du
- 3(1+wu?)3 |, o 3(1+u?)3 -7 o (1T+u2)d

_Tr(/'“’ du _/°° u? " 3 /'°° du 3
T\ ATy @redE ) TA ), TrwdE 16

U

[ [ Jq 2 dzdydz,
0= {{z,y,2) e R®; 22 +y*+(2-1)2<1}

Solugre. Pentru II, domeniul in coordonate sferice este
T

@ € [0,2m), 8 € [0, 5

], p€10,2cos6)

si deci:

2% 3 2cosf
/// zd:r;dydz=/ d(p/ d9/ p’sinfcosb dp =
I 0 0 0

87r/ cos® 0 sinf df = §7r.
0 3

(V1B

O

S& se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele: z = z2+y?, z =

=222+ 2%,y =z,y = z°.

Solutie. vol = [ [ [, dzdydz = [ [}, ( fff:;ff dz) dzdy =
= [ [p(z* +y*)dzdy, unde Dy =,y =2%,0< <1,z <y <z
Atunci

vol = [} (J5(? +92)dy) dz = [} (a2 + 5 ) [oade =
=5 (- -%)d=3 E

S& se afle volumul corpului definit de z2 + 2 +2% < 18,22 + 4% + 22 >
> 8,22 +9y% < 2%,2>0.

Solutie. Intersectand sfera z+y?+22 = 18 cuconul 22 = z2+32,z > 0
obtinem cercul z? + y? = 9,2 = 3,cu centrul in punctul C(0,0,3) si
raza CA=3

Avemtg@=8—é=1=>0=%

Folosind coordonate sferice 2 = psinécosyp,y = psinfsinyp, z =
=pcosh,2<p<3,0<0<%,0<¢p<2x rezultd :

vol = [ [ [, dedydz = [7™ [F [2 p*sinfdpd6dy =

= 02” deo [oF sin6df f23 p2dp = 197(2 — V2) 0
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13.

14.

15.
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S se calculeze volumul cuprins intre paraboloizii 22 + y? = 2 + 2,
r?+y% =10— 2.

Solugie. Intersectia celor doi paraboloizi este cercul z2 + y? = 6 situat
in planul z = 4.

vol = [ [ [, dzdydz = ffxzﬂlgs(j (f;o_i_;z Y dz\ dzdy =
= f fx2+y2§6(12 — 217 —2y2)dacdy = f027r fo 12—p pdpdf = 547 O

S& se calculeze volumul mirginit de suprafata (z2 + 32 + 22)? = a3z,

Solutie. Trecénd la coordonate sférice, ecuatia suprafetei se scrie p =
= a+/sinfcosyp

Din ecuatia suprafetei rezulta ca dacd a > 0, trebuie ca z > 0, deci
suprafata este situatd in semispatiul din fata planului yOz, asa ca
pe[-2,5],0¢€(0,n

Obtinem

vol = [ 2= 2 o VeimBcosy p? sin 8dpdpdf =

= Jy sin® 9d9 f_21 cos pdp = :g—B O
e 2

S& se calculeze volumele multimilor {2 marginite de suprafetele de

ecuatii:

a. 222+ +22=1,2224+12 - 22 =0, 2> 0.

b. z=x22+9y? -1, z=2—1z% — 92

c. z=4—1x?—y? 22="5+z%+ >

d. 22+’ =1,22=224+4% 22> 0.

e. 332+y2:4a2, x2+y2—2ay=0, z+y+z=3,220,2>20,ac

(0,1).

2+ +22=1,924+22=2%2,2>0

Solutie. a, Curba de intersectie dintre elipsoid si con este elipsa de
ecuatii
drt+ 0P =1, 2=

8~

Proiectia pe planul zOy a lui Q2 este

D= {(z,y); 4* + 24° < 1}.

ct
Q¢

Rezult

1— 2:2—11
vol(©2 / / / drdydz = / / dzdy j dz =
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Z//D(ﬁ”?xz‘yg“ﬁxzwz) dady =

=/:dp/027r (\/—%pz—\/gxﬂ) 2—\1/§pdso=g(\/§—l)-

b. Curba de intersectie a celor doi paraboleizi este cercul de ecuatii

1

—,Z==§.

2
Proiectia pe planul zOy a lui {2 este

:1:2+y2=

| €2

D ={(z,y); = + ¢ <3h

si deci obtinem:

vol() = / / / dxdydz = / / dzdy /I 2_:;?

/\/_ (3 p*)pdep.

c. Curba de intersectie dintre cei do1 paraboloizi este cercul z°+y? = 1
situat in planul z = 3. Noténd cu D = {(z,y) € R? | 2% +4* < 1},
rezults :

4—z2 42
vol(Q / / / dzdydz = / / dzdy /
\1+z2+y2)
3 3 (1. [ 3
=// S -3 =) dwdy:g/ dp/ (1= pM)pdo =7
D 0 0

d. Curba de intersectie dintre cilindru si con este cercul z? + % = 1
situat in planul z = 1. Notdnd cu D = {(z,y) € R? | 22 +¢% < 1},
rezults :

, 1
vol(Q)z///dasdydz=// dardy/ dz =
Q D Jyfz2y2

* 1 27 i
=// (1‘\‘ w2+y2) dmy:/ dP/ (1—p)pdp = %
D 0 0
e. Proiectia lui © pe planul zOy este
D= {(x,y); w2+y2 < 4a2, $2+(y—a)2 > a2, > 0}7

si deci obtinem:

g J—-z—-y
vol(Q)=///d:rdydz=// dmdy/ dz =
Q D 0
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/ d,o/ p(3 — pcosy — psin ) dp.
2asmcp
2 1

f. Curba de intersectie dintre sfers si con este cercul 3% + 22 = 2

2
situat In planul z = 22£ Pr01ec§1a mulgimii © pe planul yOz este
|

discul D = {(y, 2) € Y2 + 22 < 3} rezulty :

/2
2

X<
vol=///d:ndydz=// dydz/ dr =
Q D N

¥2 2m
y 2
- [ [ (F-via) mie = o [ [ o= e
D ' 0 0 '

1

et

Sa se calculeze masa corpului V' de densitate p(z,y,z) = z marginit
de suprafetele z2 + 32 + 22 = 24,2% + ¢% = 22.

Solutie. Intersectia celor dous suprafete este cercul z2 + y? = 8 situat
in planul z = 8§

M=[[[,zdzdydz = | | s ( f:z/fz; ) zdz) dady —

2
=5 Leryrcs [24—:” _yz_( 5 ) ]d:f:dy:

1 (% gp f2 (24 08— )dp=% O

I

S3 se determine coordonatele centrului de greutate al unui corp omogen
definit de 22 + 3% < 2z,z+y — 2 < 0.

Soluie. M = [ [ [, dzdydz = [ [y 5514y<0 ( 2213;2 d4> dedy =
= % ff 2+y2—2(z+y)§0(2$ +2y — z? — yz)dwdy =
r 2

=3 Jodb fof(2P2 - pP)dp =
(unde am folosit trecerea la coordonate polare z =1+ pcosf,y =
=1+ psinf)
[1§ §y ododyds = [ [ p-agerspeo (S50 2 ) dody =
= § fj;:2+y2—2(:c+y)$0 z(2z+2y — 2% —y )dfﬂdy =
=3 027r doé foﬂ(zpz - ,03)(1 +pcosB)dp ==

Deci zg =1
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18.

19.

i fV ydzdydz = ffz2+y2—2(z+y)§0 ( %gﬁ ydz) dzdy =
= % f fa:2+y2—2(z+y)go y(2z + 2y — z2 — yg)da:dy =

=3 027r df fo\/ﬁ(QP2 —p3)(1 + psin@)dp =7

Deci yg =1

[ J [y zdzdydz = [ [ 2442 2(2+4)<0 (fm2+ 2 zdz) dzdy =

24 232
) ff:z:2+y2—2(a:+y)50 [(37 + y)z - (—41!)—} dzdy

Trecem la coordonate polare 2 = pcosf,y = psinf,f € [T, 321
0 < p < 2(sinf + cosf) gi obtinem

3w : 3
fffv zdzdydz = f_% f02(sm 6+cos 6) o (02 - 92 sin 260 — —p;) dp = _g‘l

Deci zg = O

WUt

S& se afle masa si s& se determine pozitia centrului de greutate al
sferei 2 + y? + 22 < 2az,daci densitatea in punctele sferei este invers
proportionalad cu distanta de la aceste puncte la origine.

k

Solutie. Densitatea In punctul My(z,y, z) este p(z,y, 2) = et
Ty +z

Deci masa va fi

_ 1
M=k[]lv 7o
V este cuprins Intre planele 2 = 0 si z = 2a, iar sectiunea cu planul
z = const este 12 + y° < 2az — 22. Asadar,

dxdydz

2
J.M = k foa’ (f f$2+y2S2CLZ—ZQ mdzdy) dZ =

_ kaa 2m f0v2az—22 ,O(p + 2 )_dedez _
= kf [27r (P + - 2)2 jy2az=z 1 dz = 2A7rf “(V2az — z)dz = }kna®

Procedénd analog se obtine

_ k2 3
G = Oa (Jp f$2+y2<2aq_22 Z\/—z2—+—=2+—7-2‘d$dy> dz =
:le (V Gé?-—z)dz—'saazg—yg_o .

S& se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz al corpului
omogen de densitate p(z,¥,2) = pg mérginit de suprafetele sferice
(S1) 2+ 92+ 22 =228 (S2) 12?2+ 2 + 22 = 1.

Solutie. Corpul este marginit inferior de S si superior de S3. Suprafetele

. . o v 9 =
Sy si S se intersecteazs dupd cercul z2 + 42 = % din planul z = %
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= [ [ [y @* + y*)p(z,y, 2)dzdydz = po [ [ [, (% + y?)dzdydz =
2_n2
‘Pof Jer iyt (f Y e +y2)d2) dzdy =

1:c2

A /1 2_

= po ff 2+y2<3 (2% + v?)(24/1 — 22 — 92 — 1)dzdy =

— 3 53pgm
= g0 [7" [ AV = 2 — 1)dpdf = Sem 0

11.3 Probleme propuse

S& se calculeze urmaétoarele integrale triple:

1. I=[[[, ryzdedydz, unde V:0<z<0a,0<y<b0<2z<¢c
R: I = ga?b?c?

21 = [[[,/1-

. . 2 2
soidului £ + % +

. T _ wabe
R: [ = T

%;d:cdydz, unde V' este interiorul elip-

Owl Nw QNI HN

b
1

3. I=[[f,zdzdydz, unde V : 22 = (a: +4?),z=0,z=h
R: 1= %a?h2

4 I= [ [ 2% +9®+ (2 —2)% 2dadydz, unde V : 22 + 42 < 1,1 <
z<1

N V2-1 | . .
R.I—w(lanS\/m V2 8)

2
5. S8 se calculeze volumul corpului limitat de suprafata (ﬁ;— + i—; + g;) =

6. S& se determine volumul corpului omogen mirginit de sfera 22 + %+
+2% = 4 si paraboloidul z? + y? = 3z.

R:vol = [ [2, 23 ( [yiety )dxdy etc.

2+,

2 v
7. S& se calculeze masa corpului marginit de elipsoidul 1’7: + 5%+ 22 =
= 1, stiind ci densitatea lui variazd dupi legea p(z,y,2) = k|z|,k
constants .

R: M = 3kn
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8. S& se calculeze coordonatele centrului de greutate al cor pu;ul omogen

4

de densitate p{x,vy, z) = 1 mirginit de suprafetele z° + 1’21 =% z=
=0,z =3.

R::c(;:yG:O,zG:%



Capitolul 12

Integrale de suprafata

12.1 Notiuni teoretice

I.Integrale de suprafata de prima speta . Fie X o suprafati regulata
datd prin z = z(u,v),y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € D C R2

Fie A = {sl, 8§59, .., sn} o diviziune a suprafetei X, realizatd prin reteaua
curbelor coordonate, s;,7 = 1,n, fiind portiunile elementare de suprafata .
Fie d; diametrui celei mai mici sfere ce contine elementul de suprafata s;.

Norma diviziunii A este numéarul v(A) = lrélaé’c d. Fie punctul (&, 7, ¢i) € s,
(]

ales arbitrar.
Fie F(z,y, z) o functie continud pe .. Se numeste integrald de suprafata
de prima speta ,numarul real

ffz, F((E Y, Z)dO' - (hI)n O-A ZI’ §’L1nZ)CZ 84y

limita fiind aceeagi pentru orice alegere a punctelor intermediare. Val-
oarea integralei de suptafatd de prima speté este independentd de alegerea
suprafetei de integrare.

Integrald de suprafatd de prima spetd se calculeazd dupa formula

//F(:c,y,z)da://F(z(u,'v), u,v), z(u,v))V EG — F2dudv,
% D

unde )
_/@\2 Jy 8z \2
E =13 +(8u) +(3%)
o _ 0z 0z Oy Oy, 05 0z
F—Bu 5v+6u v+3u ov

_ (9z)? oy 9z\2
G=(5) + (m) + (&)
reprezintid coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei.
Daci suprafata regulatd = este datd sub forma explicitd z = f(z,y),

214
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(z,y) € D C R?, atunci
// F(z,y,z)do = /jl \F(fr,y,f(w,y))\vl +p? + g*dzdy,p = %,q = %
s D

IL.Integrale de suprafata de speta a doua. Fie functiile P = P(z,y, z),
Q = Q(z,y,2), R = R(z,y,z) continue In punctele suprafetei . Fie .
fata suprafetei regulate ¥, definitd de versorul normalei n(cos &, cos 3, cos ).
Integrala de suprafatd de speta a doua se reduce la o integrald de suprafata
de speta intél

/ / Pdydz + Qdzdx + Rdzdy = // (Pcosa+ Qcos 8+ Rcosvy)do
o s

Aplicatii
a) Aria portiunii de suprafatd X este

A=//da=//\/EG—F2dxdy
= D

b) Masa M si coordonatele centrului de greutate G al portiunii ¥ de suprafatd
pe care este distribuitd densitatea de masi p(z,y, z) sunt date de

le//zp(a;,y,z)da

1
wg—M//zxp(:c,y,z)da

yG = — z,y, z2)do
e, Mf/zyp( Y, 2)

1
o= / /E 20(z,y, )do

¢) Momentul de inertie al portiunii X de suprafatd , In raport cu originea,
se calculeazd cu formula

Ip= //(af2 +y° + 2°)plz,y, 2)do
=

12.2 Probleme rezolvate
S4 se calculeze urmitoarele integrale de suprafatd de prima speta :

1. I = [ [¢(z +y+2)do, unde T este suprafata 4+l =0%220



216

CAPITOLUL 12. INTEGRALE DE SUPRAFATA

Solutie. Pentru suprafata ¥ considerdm reprezentarea z = asin 8 cosy,
y=asinfsiny, z =acosf,f € [0, %} . € [0, 27)

Calculam coeficientii primei forme fundamentale:

2 2

E =a?cos?fcos® o+ a®cos? fsin® o + a?sin® 6 = a

F = acosfcosyp-asinf(—siny)+acosfsing-asin b cos o+a{—sin )
.0 = —a?sinf cosfsinpcosp + a®sinf cosfsin p cos g = 0

G = a2sin? 6sin® ¢ + a?sin 6 cos® ¢ + 0 = a? sin? §

Gisim do = VEG — F2dzdy = a?sin 8dfdy

Atunci

I= Jbﬁ fozw(a sin 8 cos ¢ + asin @ sin ¢ + a cos §)a? sin §dpdf =

= [? fozw [a3 sin? §(cos o + sin ) + % sin 20]dpdf =

= 7 [a® sin® 8(sin p/3™ — cos p/3™) + L 5in 26 - ¢/37)df =

z z
= [, maBsin20d6 = ma? (— %) /2 = —12 (cos 7 — cos0) = ma® O

I = fz mdo, unde ¥ este portiunea din planul z +y+ 2 = a

decupatd de planele de coordonate

Solutie. Suprafaga X este triunghiul ABC cu A(a,0,0), B(0,a,0),
C(0,0, a) si se proiecteazd in planul z = 0 dup4 triunghiul OAB. Deci
ecuatia suprafetei ¥ poate fi scrisé sub forma explicitd z =a — z—
—y,(z,y) € AOAB din planul zOy. Avem p=-1,9=—-1,do =

= v3dzdy. Atunci

I= [ [noap 2v3dedy = B [ [77% dyde = & 0
I = [ [52do, unde ¥ este portiunea din paraboloidul z = ngyz;

decupata de cilindrul 2% + 3% = 8

Solutie. Suprafata X se proiecteazi in planul zOy dupa domeniul plan
2 ) 2

D:z2+4+9y° <8 DeciL:z= 28 (z,y) € D. Avem p = x,q =

y, do = ‘

= (1 + 22 + y?)2dzdy. Atunci

2
]/g\/i 596 ¢ O

I = [ [o(zy+yz+ zz)do, unde T este portiunea din suprafata conici
— 2 2 3 de cili 2 2 _ =
z = /x4 + y?, decupatd de cilindrul z“ + y* — 20z = 0,2 > 0
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Solutie. Avem p = 2 do = v/2dzdy.Atunci

z —
Vz2ty?’ y= N

I'= [ [y samco V2I2y + (@ +y) /27 + y2]dzdy =
= fﬁ foQa %0 \/2[p* sin f cos 0 + p*(cos 6 + sin 0)lpdpdf =

—f2 sm@cos@” JRacosd (cosf +sin0) 5 /2“039](19—

= 4\/'0,4 [2 5 (sm 8 cos® 8 + cos® @ + sin @ cos* 9)df etc. O

5. I = [ [szyzdo,X este suprafata paraboloidului z? + y? = z situaty
intre planele z=0,z=1cuz,y >0

Soluie. Avem p = 2z,q = 2y,do = /1 + 422 + 4y2dzdy. Atunci

I= [ [pzy(z® + y?) /1 + 43% + dy2dzdy, unde D : 2% + 2 < 1,
z,y 20

Rezolviam i*ltegra,la trecand la coordonate polare:
I= fo 1 + 4p? cos O sin 8dpdf =

=1 fo sm26d9f0 p°/1 + 4p2dp =

= ("Z coS 29) /0 ‘5 .fo t2/1 + 4dtdt (am f8cut schimbarea de variabild
2 _ t)

I = %fol t?’\/ 1 + 4tdt = 4f1 ( 7 ) -y %—ydy:

1 VB : e 5 V5 3 V3
=1 VW -2+ 1)dy = %é(%/{—gys‘/{‘l‘y?/{):
_ 1 (125 455 1) _ L (2005 8 ,
= 128< 7w—"—10‘/_+ O3O‘§> = 1—2‘8( 21 “"10_5) (am
facut schimbarea /1 +4dt=y=1t= y2£1 = dt = %ydy) O

6. Si se calculeze integrala de suprafatd de prima speta

/ F(z,y,z)do
by

in urméatoarele cazuri:

a. F(z,y,2) = lzyz|, &: z =22 +y% z€[0,1].
b. F(z,y,2 )“U\/_ Szt 4yt =62,2€(0,2)
c. Flz,y,2) =22, 2 ={(z,y,2); z= /22 + 42, 2> + 4> — 6y <0.}.

Solutie. a. Parametrizarea carteziand a conului este:

Flz,y) = Vri+y2, D={(z,9); 2> +y* < 1}.
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Rezults :
zyz|d JET 1+ =2 Y nd
/Ela:yz\ a—/Alxy| T2 + Y%y +:r2+y2+a:2+y2 zdy =

= \/5// lzylv/ 2% + y2dzdy = ilﬁ
D

D

b. Parametrizarea cartezians a paraboloidului este:

1
z=f(z,9) = 5(@* +v"), D= {(z,y) € R* | 2* + 4" < 12}.

Rezults :

YVzdo = y l(ﬂc2+@/2) /1+1(w2+y2)dzdy=
5 p V6 ¥ 9

1 27 V12 p2
=%/0 dc,o/o p3wl+§sin<p=0.

c. Cu parametrizarea cartezian3

z= /2% +y? (z,y) € D ={(z,y) | $2+3’2 < 6y}.

/zzdo = /‘/(.7:2 + y?)dzdy =
E A D

T 6sinyp
=/ dcp/ p3dp = %;'ﬂ'.
0 0 2

S4 se calculeze aria portiunii din sfera z2 + 2 + 22 = a?, decupati de
cilindrul z2 + y? — ay = 0 situats in semispatiul z > 0.

rezultd :

0J

Solutie. Proiectia suprafetei in planul 2Oy se face pe domeniul (D) :
2%+ y% — ay < 0,z = 0. Deoarece ()z = (¢ — 2% — y2)3, (z,y) €

€ Drezultd p = —z(_a2 -z - yg)‘%,q = —y(a? - 2% — y2)—% i
do = a(a® — 2% — y?) " Zdzdy.

Atunci aria este

A= [ [ra(a®—a®~ ?/2)_%d$dy =afy Oasmo o(a® — pQ)-%dde =
=a® [ (1 —|cosf])df = (7 — 2)a? O

S3 se calculeze aria suprafetei 22 + 4% + 22 = a2,z > 0 pentru care
zr+y<azy2>0.
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10.

. _ I -z - Y
Solugie. Avem z = +/a? — 12 —y2,p= Va1 7 g
do = T dedy

Atunci aria este

A:ffDT_\/_.%da:dy, unde D:z+y<ag,z>0,y>0

A=afy [i° ﬁdydm a [, arcsin T /0 tdr =
= a fy arcsin/22dz

Facem substitutia ¢t = arcsin \/a: si obtinem

A= da? [ tentcont

Folosim metoda de integrare prin parti si ob{inem

A = 2a? (_l-i—sinzt) /? + f0§ ﬁ—t = —T” + 2a°I;,unde

_ (2 __dt
Il - f 0 I+sin?¢
Pentru calculul lui I; facem substitutia v = tgt si avem

d 7
Il = Ooo WUIT = %arctg \/§U/8° = m

Asadar, A = "r—gz(\/i ~1) O

. 8% se calculeze aria portiunii de pe suprafata z = z? decupati de

planele z +y =2,z =0,y = 0.

Solutie. Fie T partea de pe suprafata cilindrului z = z? decupats de
planele 4+ 7y = v2,2 =0,y =0

Avem p = 2z,q9 = 0,do = V1 + 4z2dady
Atunci aria este
A= ffD\/l + 4z2dzdy, unde D : z +y < \/i,z >0,y>0

A= fo‘/ﬁ fo\/ﬁ_z V1 + 4z2dydz etc 0O
S35 se calculeze aria portiunii din suprafata {z? + y® + 2%)? = o? inte-
ricard conului 2 + 3% = 22,2 > 0.

Solutie. O reprezentare parametricd a lui X este

T =asinfcosp,y=asinfsing, z =acosb,6 € [0,Z],p € [0,27)

Prin calcul rezulti E = a2, F = 0,G = a? sin? @

Obigmem A= fo " VEG — Fedipdf = a? fo dyp fo sin 6df =
=a’(2 —2) O
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S& se calculeze aria suprafetei X data de
E = {(z,y,2)/(a® + 4> + 2%)* = &*(2® + ¢?), 2,y,2 > O}

Solutie. In coordonate sferice,ecuatia suprafetei devine p = asiné

Ecua@nle parametrice ale pan7e1 vor fi
T =asin?fcosp,y = asin’fsinp, z = asinfcosh, b € [O, %] ,

¢ € [0, 3]
Calculdm vVEG — F? = g%sin? ¢
Aia este A = a? fo% fo% sin? §dfdyp = 2 a

Si se calculeze aria suprafetei ¥ daté de
T = {(z,y,2)/2% + y* = 20z, (z® + y*)? < a®(2z? — ),z > 0,0 > 0}

Solutie. Vrem si calculim aria decupat de cilindrul (z? 4 y2)? <
< a?(z? — 3?) in paraboloidul z2 + 2 = 2az.

AvemZ:z= (2 +1y2),p=2,9g=Ydo=4/1+% +——gd:z:dy

Atunci A= [ [H4/1+ %; + %;d:cdy,unde D: (22 +4%)?% < a?(2® - ¢?)
Scriem in coordonate polare ecuatia lemniscatei si obtinem 8 € [—%, %] ,

p € [0, avcos26]
Atunci 4 = 2f4 - Veos2 BT dpdd = 2 (20 — 3) O

S& se calculeze aria suprafetei & datd de
Y= {(may)z)/zz + y2 = (1 - Z)Zaxz +y2 +2y>1,2¢€ {01 1]}

Solutie. Vrem sa calculdm aria portiunii din conul 22 + 3% = (1 — 2)?
pentru z € [0,1], decupati de cilindrul z% + (y + 1)? = 2 in exterior.

Avem T :z=1— /22 + 2 p—\/ﬁ,q—\/_—z,do—\/—dmdy
Atunci A = [ [, v2dzdy, unde D : 22 + 42 < 1, 2% + (y + 1)2 > 2

Trecem la coordonate polare £ = pcos @,y = psinf si obfinem
2 < p?cos? @+ (psinf+1)%gip? <1=>p€[—sinf++/1+sin?6,1].
Cum 1> —sinf+ /1 +sin?f = 2sinf >0 = 6 € [0, 7]

Asadar, A= V2 ] f sin64++/TTomEd pdpdd = /2 0

Sa se calculeze aria suprafetei ¥ data de
Y = {(:L',y,z)/az =zy,e> 0,22 +42 <a?z> 0}
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13.

16.

17.

Solutie. Vrem s calculdm aria portiunii z = tlza:y paraboloidului hiper-
bolic, cuprinsd in interiorul cilindrului 22 + % < a2.

Atunci A = [ [; /1 + 22 + y2dzdy, unde D : % + ¢ < a2
Trecind la coordonate polare obtinem

A=3 027rf0a Va2 + p?pdpdd = 2”—;2(2\/5— 1) 0

S& se calculeze aria suprafetei ¥ datd de
Z={(z,9,2)/a* + 2 =Ly +2< Lz,y,2 > 0}

Solutie. Vrem s3 calculam aria cilindrului 22 4+ 22 < 1 pentru z > 0
decupata de prisma y+ 2 < 1,4,z >0

Pénza are ecuatia z = vV1 - 22,(y,2) € D,unde D : y+2<1,y,2 >0

Z

T
Avemp=0,q=ﬁ,da=\/l+fgdm’d’y
AtunciA=ffD\/1+1—f27dxdy=f01 Ol_y \/1__1_—22-dzdy=%—1 =

S& se calculeze coordonatele centrul}.li de greutate al portiunii de
suprafatd omogens (X)z = (z2+4%)2, decupati de suprafata z2+7° =
= az.

Solutie. Trebuie s8 calculam coordonatele centrului de greutate al unei
portiuni din suprafata unui con, decupatd de un cilindru, densitatea
fiind constantd (o ludm egald cu unitatea).

Suprafata se proiecteazd in planul xOy dupéd domeniul
(D) :z*+y* <az,z=0.

Avem p = z(z? + y?)"%,q = y(z? + y2) "%, do = V2dzdy
Atunci M = [ [y do =2 [ [, dzdy = \/Qf_%% Oacosapdpdé = %—iﬂ—az

5 6 o
2 = 3¢ [ Jpudo = 47 [25 [3*"° o* cosdpdf = 4
Analog,yg = 0,2¢ = lgﬁa 0

S& se calculeze momentul de inertie, In raport cu axa Oz,al portiunii
sferice 22 +9%+2° = 02,2, y,z > 0, de densitate de masi p(z,y, 2) = 2.

Solutie. Momentul de inertie In raport cu axa Oz este

Io;, = [ [5(z® + y})p(z,y, 2)do = [ [o(x* + y*)2do
Pentru suprafata X avem reprezentarea.
T = asinf cosp,y =sinfsiny,z = acosf, 0 € [0,%] ,¢ € [0,5]

Deoarece do = VEG — E2dfdyp = a? sin 6d6dyp,rezults
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f f2 a®sin®6 - acosf - a®sin§dfdy = Fa® fog sin® 6 cos 6df =
_— 7l'

= &I O

S& se calculeze urmatoarele integrale de suprafatd de speta a doua:

I=] fz; :vdydz + ydzdz + zdzdy, unde ¥ este fata exterioard a sferei
7% + y? + 22 = o?

Solutie. Fie ® = 2% + y? + z2 — . Versorul normalei atagat fetei

. ] o o= rad® — (2:(:,2:1],22) — T E z
exterioare a sferei este 7 L—ngad@]] Jaer sy it (a, o) a)

Atunm]—ffz( +1’ -l—%)da:ffz%:da:a,ffEda=47ra,3
O

= [/ (%dydz%— %dzd:c + %dmdy), unde ¥ este fata interioard a

. . L o2 2 2
elipsoidului & + % 4+ % =1

. . 2 2 - .
Solutie. Fie & = Z + %; + % — 1.Versorul normalei interioare core-
spunzatoare fetei interioare elipsoidului este

— ad® 1 2 2 2z
n=—fiomr = (—a%,—b—g, —7) ,unde
2

Ludm pentru elipsoid reprezentarea z = asinfcesp,y = bsinfsin g,
z =ccosf,8 € {0,7],p € [0, 27]
Obtinem
EG - F2 [cos? 9(0, cos® v + b? sin? ) + ¢? sin? 4] - sin® 8(a? sin? p+
+b2 cos? ) — (—a® cos 9cosgo sinfsin ¢ —r b% cos@sinpsinfcosp) =
a2b? cos2 6 sin @sin® § + a%c? sin* 0 sin® v + azb2 cos? § cos® psin® 6+
-;-bzc2 sin 6 cos? P + 2a°b2 cos? A cos? (,0 sin? ¢ sin? § =
= a2b? cos? fsin® p sin 9(s1n @ + cos? ) + a?b? cos? f cos? sin? §-
-(sin® <,0+"os (p)+a2c sin® 9 sin (p-l—bzc sin® 6 cos? ¢ = a®b? cos® § sin? §-
(sin? ¢ + cos? ) + a?c? sin* fsin? ¢ + b?c? sin? G cos? p =
= g2 bdc sin 9 cos;é) 4+ sin? (i;‘inzgp + sinZBCosgtp) —

0,2
R 2
= a2bh%c? 5in% 4 (—24

h+%)=

_'r_
2 2 3
= do = abc|sin b (%—!—’% z—)2d9dtp=>
L+ 35) foz Jo abelsin8ldfdy =
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20. I = [ [5(y — 2)dydz + (z — z)dzdz + (z — y)dzdy, unde T este fata

21.

exterioard inchisa a conului z = /22 +92,0< 2 < h

Solutie. Suprafata > se compune din suprafetele ;- fata laterald a
conului si Xp- sectiunea conului cu planul z = h. Deci

I'= fle +Jrf22 =11+ I
Deoarece fata exterioars a lui X3 are versorul normal 715(0, 0, 1} obtinem

Iy= [ [g,(z—y)do = [ [p(z —y)dzdy, unde D : z* +3* < h% z =
= () este pr01ec§1a, 1u1 22 in pla.nul zOy. Treca,nd la coordonate polare
rezultd I, = fo (cos 6 — sin H)dpdd =

Fie ® = z — \/ z2 + 2 = 0 ecuatia suprafetei ;. Un vector normal

la, suprafata 31 este vectorul grad® =

T i ol 7’1} st
\/:B +y \/E Ty

lgrad®|| = v2

Deoarece versorul my formeazé unghi obtuz cu Oz, rezults cos~ <
AT = grad® 1 z y _

<0, deci n, {|grad®|| V2 <\/$2+yza \/:cz+y2’ 1)

Atunci

\/-fle [ y\;ji;z 2 (g —y)] do = \/ﬁfle(y—x)da=
= 2ffD — z)dzdy = 2f fohpQ(sinB — cos 0)dpdf = 0
Deci I =0 =

I = [ [szydydz + yzdzdr + zzdzdy, unde T este fata exterioard a
suprafetei piramidei marginita de planele z =0,y =0,z =0,z ~y +
z=ua,a>0

Solugie. Avem I'= [ [\op+ [ [poc+ [ fooa+ | Japc: unde
AOB : z =0,z +y < a,z > 0,y > 0 cosinusii directori ai normalei

fiind (0,0, —1);
BOC :z =0,y +2z < a,y > 0,z > 0 cosinusii directori ai normalei
fiind (—1,0,0);
COA:y=o0,x+z <a,z >0,z > 0 cosinusgii directori ai normalei
fiind (0, -1, 0);
ABC:z=a—z—y,2 20,y > 0,z > 0 cosinusii directori ai normalei

ind (5 . 3)

Asadar,

I=0+0+0+ 7 [ [4po(ay +yz+2z)do =

=[/ (:c+y)(a—:1:— y) + zyldrdy, unde D : z+y < a,z > 0,y >0
Deci

I=JrJ “(az + ay — z% — y® — zy)dydz =
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2 3 2
= J¢ (aaufg + 15— Pu/s ~ R /3 - 2L f5) do =
3

=foa(a2x+9§—:z:2a & —z% )dzetc O

22. I={ I —mdmdy, unde ¥ este fata exterioars a paraboloidului
42 +142=2,0<z<1

Solutie. Pe fata exterioard a lui ¥ normala la ¥ face cu Oz un unghi

obtuz, deci versorul ei este 7 = —%, unde ® = z — 42?2 — y2.Deci

— 1
Y s A 2R

Atunci

I:ff 1 [l ___ \do=
T Jazi+y?+1 \/64z2+4y? +1

— 1 1 _ 1. 2 2 .

= [ fD e ( N \/64z2 4 492 + 1dzdy, decarece
p = 8z,q = 2y,do = /6422 + 4y? + 1dzdy

Trecénd la coordonate polare z = £ cos 8, ypsiné, p € [0,1],6 € [0, 27),

obtinem:

_ 1 — 1 1 2% P —
I=-[Jp 4xz+y2+1dzd 2o Jo \/;fﬁdedp

1 AT
:_WfO_L’F,_—J: p = — 2+ /1 \/§7T+7T O
23. Si se calculeze fluxul cAmpului de vectori V prin suprafata & in urmitoarele

cazuri _
a.K=$E+y3+Z",_}3 2=z +9%2€10,1].
b. V=yi—zj+2%k,%: z2=32+1° 2€{0,1].

V__ 1 (=TT oy 2
c. V= W\yz—mj—}-k),z. z=4-13% -1 2€[0,1].

Solutie. Fluxul cAmpului de vectori V' prin suprafata X in raport cu
normala 7 este, prin definitie, F5(V) = [;Vnde, 7 fiind versorul
normalei la suprafata ¥.

Daci @ : D — IR3 este o parametrizare a lui %, atunci fluxul este:

£5() = [ Vndo~ [ [ @om) (52 x 52 ) duu~

// (V od, 8(13 8@) dudv,
" Ov
2%

ultima parantez3 fiind produsul mixt al vectorilor V o &, 2 au 5%,
a. Considerdnd parametrizarea carteziand z = /x2 + y2, obtinem

_ 1 ( - 5=
n= -3t — Y] + /12 + y%k
CETD vi +Va?+yk)
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si deci fluxul este 0 deoarece vectorii V si 7@ sunt ortogonali.
b. Considerand parametrizarea carteziang

z=a"+y% D={(z,y); 2% +y% <1},

obtinem:

* 1 27
fz(V)—_—//D(x2+y2)2dxdy:/o dp_/o p5dgo=%.

c. Cu parametrizarea carteziana
z=4-2" -y, D={(z,9); 3< 2" +y* < 4},

obtinem:

— 1 r2 o
Fo(V) = . dzdy= | d do = 27(2 — V/3).
5(V) //D\/mwy /ﬁpfo v = 2m(2 — V/3)

12.3 Probleme propuse

Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafatd de prima speta :
1. I={[;zydo,unde X : 42 +22=R%0<z<a,y>0,2>0

.7 a’R2
R: /= 5

2. 1= [ [ grigegado, unde B: 2% +17 + 22 = R%,2,9,2 2 0

. [ = TYT p2(l-q)__ I'(l—g
R:I==-R q(1—2q)1‘ $-q)
3.I=[[(2z+3y+z)do,unde T :E+%+%=17,9,2>0

R: ] =461

>

4. I = [ |5 zydo, unde X este portiunea din planul (P) : 2z +y+2z =1
situatd in interiorul cilindrului z? + 4% =1

R:Iz%ﬁ

5. S% se calculeze aria portiunii din paraboloidul 22 + 3% = 2z, marginita
de planul z = 2.

R: A=%(5v/5-1)

6. Sa se afle aria pinzei (¥), definitéd prin
S={(z,y,2)/2? +y?+ 2 =d%,2 <y <zV3,2,2 >0}

2

R: A= T
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S& se calculeze aria suprafetei
S={(z,y,2)/r+y+2=22°<y<z,2,2>0}

R: A= ‘%5
S& se calculeze aria suprafetei
E = {(:E,y,z)/(m2 + y2 + z2)2 = 012((1;2 - y2)71:ayaz 2 0}

. A . m2a?
R: A= 16

S& se gaseascd centrul de greutate al unei calote sferice omogene de

- s V2-1
razd R gi Tnal{ime 7 R.

R — V2 ‘

R: zg =yg =0,2¢ = 5 R

S& se determine coordonatele centrului de greutate al suprafetei omo-
2 il

geneY: 5 +4 =2-2,2>0.

2w/
R: zg = yg = 0,z = <%= 3125

S& se calculeze urmatoarele integrale de suprafatd de speta doua:

I = [ [ z*dydz+1y*dzdz+z°dzdy, unde ¥ este fata interioard a sferei

z? 4+ y? + 2% = o?

R: [ = —ma*

I = [ [ zdzxdy, unde ¥ este fata exterioars a elipsoidului -g + z;-‘-
+5 —1=0

R: [ = %ﬁabc

I = [ 5 zdydz + ydzdz + zdzdy, unde ¥ este fata exterioars inchisd
a cilindrului z2 +y2 =a?,-h<z<h

R: I = 37a?h



Capitolul 13

Formule integrale

13.1 Notiuni teoretice

I) Divergenta si rotorul unui cdmp vectorial
Definitia 13.1. Dac3 se fixeaz un reper ortogonal plan zOy de versori 7, j
si dacd U(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j este un cAmp vectorial de clasi C*(U),
unde U C IR? este un deschis, atunci se pot defini, pentru orice punct a € U:
dive® = 2(a) + 5?%(0,) divergenta lui 7 in punctul o
rot,T = [%—g(a) — %%(a)] (i x j) rotorul lui 7 in punctul a
precum i forma diferentiald de gradul I in U, w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy
Definitia 13.2. Campul 7 se numeste caAmp de gradienti in U dacid
existd un cAmp scalar ¢ € C}(U) numit potential scalar al lui 7 astfel
incdt ¥ = grady, adicd P = %f, Q= %‘5 in fiecare punct din U.
Dacs , In plus, @ € C2(U), atunci
rot(grady) = {6 (%‘5) - 6ay (%;—’)] (i x7)

div(grady) = (-g‘£> + aﬁ ( ¢) ‘Z—i@ g—'@Ago (laplacianul lui ¢)
Campurile de grad1en§1 se mai numesc campuri derivand dintr-un
potential.
Exemplul 13.1. Orice cAmp constant 7(z,y) = @ = a1i + azj este un
camp de gradienti, deoarece ludnd ¢(z,y) = a1z + asy avem T = gradyp
Exemplul 13.2. Pentru campul plan newtonian v = —k;:;' (unde 7 =
= zi+yj,” = V2% + 92,k > 0 constant ) definit in U = IR?\ (0,0) avem
divt = kg,,rom/ =0 sl 7 =grad ( ) in fiecare punct din U.
Reluam cele de mai sus S pentru cazul spatiului R3, raportat la un reper
ortogonal Ozyz de versori 1, 7, k.
Definitia 13.3. Fie @(z,y,2) = P(z,y,2)t + Q(z,v,2)] + R(z,y, z)k un
camp de class C1(U),U ¢ R? fiind un deschis fixat. Pentru orice punct
a € U se definesc scalarul

f
>
.

V]

1 .—-_gﬁ_}_)_ GQ - \
dlvab'—ax() ay()+a~(/
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numit divergenta lui 7 in a si vectorul

oty = | S0) - 3200) |+ | @ - B +| B0 -Fw)F

M Yo

i
numit rotorul lui ¥ In a care poate fi scris sugestiv astfel rot, 7 = a%
P

(”dezvoltdnd” acest determinant simbolic dupd linia Intai).

Semnificatia concreta a rotorului

Considerand vectorul ¥ care reprezinta vectorul vitez& a unui punct oare-
care Intr-o rotatie de vitezd unghiulard / p2 + g2+ 72, In jurul unei axe
x‘@ = ¥ “0 = 222 rotorul acestui vector are componentele 2p, 2q, 2r; el
e&,te a‘iadeu dublul vectorului viteza de rotatie. Intr-un mod mai general, si
considerdm vectorul vitez& T Intr-un punct (z,y, z) oarecare al unui fluid si
o sferd foarte mica cu centrul (z,y, z). Dac8 am solidifica portiunea de fluid
care umple sfera, suprimand in acelasi timp fluidul care inconjoara sfera in
aga fel incat sfera si fie ldsatd numai sub influenta vitezelor cigtigate, in
mecanica fluidelor se arata ca miscarea pe care o va lua sfera se va compune
dintr-o translatie definitd de viteza T a punctului (z,y, z) si o rotatie egald
cu 3rot.

Proprietati de calcul ale divergentei si rotorului

1) Fie 7 5i w doud cAmpuri vectoriale de clasi C! pe un deschis
U c IR3. Atunci pentru orice punct a € U,

dive (T + W) = dive (D) + dive (D)
rote(T 4 W) = rote(T) + rot, (W)
iar dacd A € R este constanté , atunci
dive (A7) = )\diva(%)_
rote (A7) = Arote(7)

2) Daca ¢ este un vector constant, atunci div,(¢) = 0, rot,(¢) = 0, In
fiecare punct din IR3. Dac se noteazi 7 = zi+yj + 2k (vectorul de pozitie),
atunci divF = 3, rot7 = 0,div(¢ x F) = 0,r0t(Z x 7) = 2C.

3) Fie ¢ un cAmp scalar si ¥ un cdmp vectorial, ambele de clasi C*
intr-un deschis U € IR®. Atunci pentru orice a € U au loc relatiile

div, (D) = p{a)div,(T) + T(a) - grad, ¢
rot, (¢T) = w(a)rot, T — T(a) x grad,p
Exemplul 13.3. Fie campul vectorial T = z2yi + yzj — 2zyzk de clasi
C>™ in IR3. Atunci
0

e 8 2 | ” 8 ¢ _
divo = %(2 y) + é-?;(yz) - é-;(..:cyz) =z
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rot = 68:1: gy % = —(2zz + y)i + 2yzj — 2%k

?y yz —2zyz

Exemplul 13.4. Pentru cimpul newtonian & = —k% (k > 0 constant)
avem U = @7, unde p = —-T%, deci divo = div(pT) = pdivFi+7 - grady gi cum
gradp = —kgrad(r=3) = 3kr 4L = ¥r rezulti divo =3 (- &) + % (F7) =0
(deoarece 7 - ¥ = r?)

rotT = rot(p7) = prot¥ — 7 X grady = —F X grady = —F X (E—'j?) =
= —%(r XF)=0

Exemplul 13.5. Campul vectorial ¥ = —yi + zj este un "cimp de
vartejuri” deoarece el este de forma 7 = rotw (de exemplu ludnd W = zzi+
+y2j ). Terminologia este motivats de faptul ci in fiecare punct a = (g, yo)
vectorul T(xg,yo) = —yot + Zoj cu punctul de aplicatie in a, este tangent la
cercul cu centrul in origine trecdnd prin punctul a.

Gradientul, divergenta, rotorul se mai numesc operatorii diferentiali
de ordinul I in teoria campurilor.

Existd o posibilitate de unificare a proprietatilor de calcul ale gradien-
tului, divergentei si rotorului pentru campuri de class Ct, cu ajutorul unui
operator simbolic V = i-Z az +iZ ay + k = numit operatorul nabla(sau Yvec-
torul nabla”, avand drept componente operatorii de derivare partiald ).
Vom considera conventiile grady = V¢ ca produs Intre cAmpul scalar ¢ §i
"vectorul” V,divi = V - ¥ ca produs scalar intre "vectorul” V si vectorul
D sl rotv = V X U ca produs vectorial intre *vectorul” ‘7 gi vectorul ©. De
fapt, convenind s definim ”produsul” lui -2 (respcctw By ,5—) cu un camp

scalar ¢ ca flind g—: (respectiv 6—‘?’;’, 3;), rezulta

e - 0 _=0p  =0p Op
Vgo—(z—a—xﬁ-ja—y-l-kaz)(p 25—+]8y+kaz—gradcp

V.75= (i—a—+33 +%ﬁ> (Pi+Qj + Rk) = divy

0z Oy 0z
i 7 k
Vo= (g T R ) % (P QT+ RR) = |& & £ =10
A P Q@ R

Reguli de calcul:
V¢ =0 (dacl c este o constantd scalard )
V.e=0, V X €= 0 (dacd € este un vector constant)
V- (¢0) =7 (Vo) + o(V-T) =7 - grady + @divy
X (¢T) = -0 x (Vo) + ¢(V x T) = —U X grady + @rotv
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V-@Txw) =w-(Vx7)-T(V xW),adicd div(v x W) = W-rotT —T-rotw;in
particular,V - (¢ X 7) = T - rot¢ — ¢ rot7 = 0 daci ¢ este vector constant, iar
T este vectorul de pozitie. '

Exemplul 13.6. Calculdm cu ajutorul lui V divergenta si rotorul cimpului
vectorial 7 = &I7 de clasi € in IR® \ {(0,0,0)}, unde ¢ este un vector
constant, iar ¥ vectorul de pozitie. Avem

1=t

ol

7 _- = & 4 ——\43
- divi = V- v—r(V F)+ 5 (V7)) =Fgrad T +35F =7 = (CQ vt
+35f = (Fe)rt _(”) 4r2(7T) + 3% =0, deoarece ¢+ T = r?
_ __ S A (R 42m
rotv-:Vx-z/:——rxgradT_ ~:—9T'—}rotF=—F><9T—}}=—Fx51—%Q}—T—T=

— 1=y 3

= ;z_'\C XT) ) _ 3
Dacd ¢ este un cdmp scalar de clasi C2, iar ¥ = Pi+ Qj + Rk un

cimp vectorial de clasd C? (intr-un anumit deschis din IR?), atunci au sens

urmatoarele:

i 7 k|
dlv(rotv) div % 3% 5% =
P Q R
dR _ 8Q = (8R 8P\ T {0 8P\ _
—dW{(d—J dz) 3(5_5)+k(£—8_y>J—
_g<aa 6@) 6(8R B_P)+8<3_Q__B_P>_
- Ay RE By Oz 0z \ Oz 8y | —
_ &R 8°R 82R 3%Q 3%Q 52P 2P __
= Bz9y ~ Bybr — Pzds T 576z + Bedz T Bypz T Dady 0
i 7k l
‘Analog rot(grady) = ;9% 5% —53; =
8o 8o Oy
0z Oy Oz

_ = 8% 8%p [ O%¢ 0% 7 [ %0 8% \ _

=1 (‘—"ayaz - ——8261;) =J (a 5z~ az3m> +k (&ray = 3%) =0
div(grady) = div ('?—‘P + %"55 + —g—‘f%-& =

_ 8 {op o {0y 8 _ ¢ | 8% | 0% _ A,

—dfr(az) ay(ay)+a;(5§>—5p+a—v+af—A»0

rot(rot?) = grad(divo) — (5;5 + 577

vectorial se calculeaza pe componente.
IN)Formula lui Green-Riemann

Definitia 13.4. Fix8m un reper ortogonal plan zOy de versori 7,5. O
muliime M C R? se numeste compact bordat daci M este compact} si
frontiera FrM este reuniunea unui numar finit de curbe plane parametrizate
presupuse de clasi C' pe portiuni, nesingulare, simple si inchise; in plus,
presupunem cd FrM este orientatd pozitiv.

Exemplul 13.7. Exemple de compacti bordati sunt intergraficele proiecta-
bile pe Oz de tipul M = {(z,y) € R*/a <z < b,1(z) < y < g2(2)} cu
g:.92: [a,b] = R functii de clasi C! astfel in cat g; < go;in mod similar se
pot considera intergrafice proiectabile pe Oy.

Definitia 13.5. Un compact bordat M < R? este elementar daci M se
poate descompune ca reuniunea unui numar finit de intergrafice proiectabile
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pe Oz,avand doud cite doud In comun cel mult puncte ale frontierelor si
dacd M admite o descompunere similard in intergrafice proiectabile pe Oy.
Exemplul 13.8. Triunghiurile, poligoanele convexe, discurile sunt compacti
bordati elementari.

Teorema 13.1. (formula Green-Riemann) Fie M C R? un compact
bordat elementar st P(z,y),Q(z,y) functii de clasi C* pe un deschis care
contine M .Atunci

/FrM Pdz + Qdy = // (5—33_ - 5@;—) dzdy

Corolarul 13.1. I conditiile teoremei 13.1, fie cdmpul vectorial v = P(z,y)i+
+Q(z,y)j. Atunci circulatia lui U in lungul lui FrM este

_ _ 0Q OP
./FrMU.dTﬂ——//M<5CU - 5y)d$dy

In particular, daca %Q = 8—1; in M, atunci aceastd circulafie este nuld .

Exemplul 13.9. Dacd M este un compact bordat elementar care nu

contine originea, atunci fFr v %g@i -0
0Q _ 9P

Intr-adevir, In acest caz P = Zg—y_@g,Q _P+_u5’ deci 32 — 5, §i se
aplicd corolarul 13.1

Dacs IntM contine punctul (0,0), atunci P i Q nu mai sunt functii de
clasi C! pe nici un deschis care contine M. In acest caz, alegaind un disc D
centrat in origine de raza p, continut in M rezulti

fFrM Pdz + Qdy = f"rD Pdz + Qdy = f P Utitg-l_;d'q

= fo% {p—%‘}s—? (—psint) — psmt pcost] dt == 2.
IIT) Formula Gauss—Ostrogradskl
Definitia 13.6. O Suprafatd ¥ in R? se numeste inchisd daci ¥ se obtine

prin "deformare continud ” din suprafata sferei unitate
S ={(z,y,2) € R3/z% +¢° + 2% = 1},

adics existd o aplictie bijectivi ¢: § — ¥ astfel incat ¢ si ! s& fie continue.
Exemplul 13.10. Sfera, elipsoidul, cilindrul {z? +3* =1,0 <z < 3}U
U{z? + y* < 1,2z = 3} sunt suprafete inchise; planele nu sunt suprafete
inchise.

Definitia 13.7. Fie un compact bordat elementar M in planul Oy, doud
functii f1 < fo de clasi C! pe un deschis din planul zOy care contine M
siseia Q= {(z,9,2) € R*/(z,y) € M, fi(z,y) < z < fa(z,9)}. O astfel
de multime se numeste intergrafic proiectabil pe planul zOy; in mod
analog, se¢ pot considera intergrafice proiectabile pe planele zOz, yOz.
Definitia 13.8. O multime Q ¢ R® se numeste compact elementar
dacid Q poate fi descompus ca reuniune a unui numar finit de intergrafice
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proiectabile pe planul zOy avind doud cate doud intersectii neglijabile (au
In comun cel mult puncte ale frontierelor) gi au loc descompuneri similare
ale lui 2 in intergrafice proiectabile pe yOz §i zOz; In plus, se presupune
c& frontiera ¥ = Fr() se compune dintr-un numair finit de suprafete inchise,
nesingulare, orientate. Dac §2 este un compact elementar, atunci se poate
defini in mod natural versorul normald exterioary N, in punctul curent al
frontierei 3 = Frfl.

Exemplul 13.11. Intergraficele, sfera {x2 +y2 4+ 22 < 'rz}, elipsoidul
{%; + %; + f; < 1}, cilindrul {z? +y2 < 1,0 < z < 3} impreuni cu bazele,
inelul sferic {1 < z% + y? + 2% < 4} etc. sunt compacti elementari.

Teorema 13.2. (formula Gauss-Ostrogradski) Fie Q@ C R?® un compact
elementar cu frontiera o suprafatd inchisd ¥ § T = Pt + QF + Rk un cémp
vectorial de clasd C' pe un deschis care contine Q. Atunci fluzul lui T prin
¥ dupd normala exterioard = N, este egal cu integrala divergentei lui T

pe 3, adicd
/L(ﬁ-ﬁ)da=/.//Q(divﬁ)dxdydz

Observatia 13.1. Folosind notatile din teorema 13.2, daci ¢(z,y, 2),

@: U — IR este un cdmp scalar de clasg C! (U D Q) si daci @ este un vector
constant arbitrar, atunci pentru ¥ = ¢ - @ avem divi = @ - grady si formula
devine @- [ [ - Ndo =@ - [ [ [ (gradyp)dzdydz (integrarea se face pe
componente); cum @ este arbitrar, rezulti formula gradientului:

/ J[E"omg = / / /Q (gradey)dzdydz

Observatia 13.2. Daci W este un camp vectorial de clasi C! pe U si
notdm ¥ = W X @ (cu @ vector constant arbitrar), atunci divd = @ - rotw si
cf. Teoremei 13.2 rezultd formula rotorului:

//(TJXE)'Ndaz ///(‘dwot@)dmdydz,

s : Q

Zi-//(Nx@)daza-///rotﬁd:z:dydz;
b3 9

deoarece @ este un vector arbitrar, rezultd

—//E(wa)da=///nrotwd:rdydz

Exemplul 13.12. Fie @ un compact elementar avind ca frontierd o
suprafatd inchisd X care nu contine originea. Fie 7 = ;Fg campul newtonian.
Dacd 0 nu apartine iui 2, atunci divi = 0 in fiecare punct din & si cf.
Teoremei 13.2 rezultd cd fluxul lui 7 prin ¥ este nul. Dacd 0 € Int{?, atunci

adica
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existd o bila deschisa B, = {932 +y?+22 < p2} C 2. Considerdm compactul
elementar O\ B, avénd ca frontierd FrQU S,. Deoarece divo = 0 in 2\ B,
rezultd , cf. Teoremei 13.2, c& fluxul lui ¥ prin X si prin S, este acelasi (in
ambele cazuri dupé normala exterioard ). Dar normala exterioars la S, este
L ¢i fluxul lui 7 prin S, este ffs,, L Ido = ffsp %}do = ;1; -ariaS, =4z

In general, daci X este o portiune de suprafati de clasi C!, nesingulars
orientatd , astfel incat 0 nu apartine lui ¥ se numeste unghi solid w in care X2
este véizuta din origine, fluxul cAmpului v = 5 prin £, adicdw = [ [;, Hndo

Exemplul 13.13. Presupunem ci un lichid, avand densitatea de volum
constantd c, se afld Intr-un recipient { asimilat cu un compact elementar
continut in semispatiul z < 0 din R® . Presupunem de asemenea c& ” pre-
siunea cregte proportional cu adancimea”, deci cAmpul presiunilor lichidului
este T = czk,c fiind densitatea de volum. Fluxul lui © prin frontiera ¥ a
Iui 2 se numeste forta ascensionald & a lichidului. Agadar, deoarece
dive = ¢, rezultd @ = [ [T -7ido = [ [ [(divD)dzdydz = ¢ - vol(Q) =
= masa lichidului, obtinandu-se astfel legea lui Arhimede.

IV)Formula lui Stokes

Definitia 13.9. Fie ¥ o suprafatd de ecuatie cartezianad z = f(z,y), cu f
functie de clasi C? pe un deschis D C IR?, cu orientarea pozitivd asociati
reprezentdrii- parametrice z = u,y = v,z = f(u,v),V(v,v) € D. Dacd M C
C D este un compact bordat elementar, atunci este bine definitd o portiune
din suprafata ¥, anume S; = {(:c,y, 2) €R¥/z = f(z,y), (z,y) € AI}.Curba
Cr = {(z,y,2) € R3/z = flz,y), (z,y) € FrM} cu orientarea indusi de pe
FrM se numeste bordul orientat al lui Sy;notand cu N versorul normalei
la suprafata S1 in punctul curent P al lui Ci, cu 7 versorul tangentei in
punctul P la curba Cj si cu 7, versorul normalei exterioare la bordul C;
(situat in planul tangent la X in punctul P, perpendicular pe T si ”iegind”
din S1) rezultd c& N = T, x 7. Orientarea fixati pe bordul C; poate fi
prezentatd sugestiv astfel: ”"un observator carc parcurge C; In sensul lui 7
si avand capul spre N, are ména stiangs inspre S;”.

Definitia 13.10. O portiune de suprafati orientati (de clasi C?) S se
numeste elementara dacd se poate descompune intr-un numdr finit de
portiuni de suprafatd S1, S9,...5p prin arce decurbd care sunt parti ale bor-
durilor orientate corespunzétoare. In acest caz se poate defini bordul orien-
tat C al lui S, ca fiind drumul inchis obtinut prin juxtapunerea arcelor de
curbé care apartin numai la cate unul din bordurile portiunilor 51, Sa, ... Sp.

Teorema 13.3. (formula lui Stokes) Fie S C IR? o portiune de suprofatd
elementard de clasd C? st C bordul orientat, tnchis al lui S. Fie ¥ un cémp
vectorial de clasd C1 pe un deschis din R® care contine S. Atunci circulatia
lui T in lungul lui C este egald cu fluzul rotorului lui T prin S, adicd

/'17-d?=//rot§-ﬁda
C S
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Exemplul 13.14. Considerim octantul de sfers > +y?+2° = R%, 2,9, 2 >
> 0 gi calculdm circulatia cdmpului newtonian 7 = % in lungul bordului C.
Cf. teoremei 13.3, ludnd pentru S portiunea de sterd corespunzitoare,
rezultd
Jo9-dF = [ [grott - Ndo = 0,deoarece rot¥ = rot% = 0

13.2 Probleme rezolvate

1. S& se verifice formula lui Green pentru functiile P(z,y) =

z2+y2’

o : P _ y
daci (z,y) # (0,0) si P(0,0) =0 si Q(z,y) —LW, dacd (z,y) #
(0,0) si @(0,0) = 0 pentru domeniul D : 2% + 4% < 1.

Solutie. Functiile P gi @ nu sunt continue In origine, deoarece

smgmat DY) = mliri‘om %

lim  Q(z,y) =

T—00,Yy=mz

Prin urmare,nu se poate aplica Teorema 13.1, functiile P si ¢ nefiind
continue in D. Totusi formula lui Green este vcriﬁcata Observim ca

% = 52 = ~ =2, pentru @) # 0,03 ay o 0= 70,0 =

din formula lui Green este egal cu 0. Pentru a ardta ca gi primul
memoru al formulei are tot valoarea 0, folosim pentru cercul (C) :
2 +y?=1 reprezenta,rea T = cost,y = sint,t € [0,27]. Obtinem

fo Pdz +Qdy = fo —costsint + costsint)dt = 0

Deci formula lui Green se verifica . O

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Green, urmaéatoarele integrale
curbilinii :

2. I = [yde+x%dy,(C): 2 +y* =1,y >0siz=t,y=0,t € [-1,1
o

Solutie. Curba (C) méargineste domeniul D : 22 +92 < 1,y > 0 §i este
o curbi regulaty inchis¥ . Functiile P(z,y) = v?, Q(x,y) = 2 sunt
continue gi cu derivate partiale continue In D gi 3 O—Q - % =2(z —y).

Se poate aplica teorema 13.1:

Jovidz + z2dy = 2ffD(:E— )dzdy = 2 [T [ p?(cos ~ sin8)dpdf =
=2 [T(cos 8 — sinB)dd [, p?dp = —% O

3. I = [,v/z%+y2dz+ylzy+In(z+ /(a7 + y2)dy, (C) : 2* +y° — 4z
—6y+12=0
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Solujie. Avem P(z,y) = /22 + 32, Q(z,y) = ylzy+In(z++/(22 + 3?)]
o 0Q 8P __
5 =Y (y + \/—) = i

Atunci I = [ [ (——d—y) drdy = [ [, y*dzdy, unde D : 2% + y°—
—4r —-6y+12<0

Trecand la coordonate polare £ = 2+ pcosf,y = 3 + psin b,
NS [0,27r) p € 10,1}, obi;mem
I= fo fo p(9 + 6psind + p®sin? 6)dpdf = 107 O

4. I = [,50(e" siny —my)dz + (e® cosy — m)dy, unde ABO e semicercul
22 4+ y? — ax = 0,y > 0 parcurs in sens trigonometric

Solutie. Completam conturul ABO cu segmentul OA. Atunci
I'= [, po(€siny — my)dz + (e* cosy — m)dy—
— Joa(€® siny — my)dz + (e" cosy — m)dy = I — I

Calculdm I; cu teorema213.1 :
I = mffDda:dy = T%%, unde D : 2 +9y? —azx <0,y >0

Pentru a calcula I3, parametrizdm segmentul CA: z =ty =0,t €
S [O, a] = Ip =0 O

5. I = [(z+y)dz — (z —y)dy, unde C : %

‘iﬂl‘%
i
—

Solugie. I = [ fgg+g;<1 [6—%2—1:) 8(z- ry)] dzdy =
a be —

= [ fa2 sz, ~2dzdy = =2 " 5 abdpdf = ~2mab 0
2 T2

6. I = [;2arctg 2dz + [z +In(z® + y?)|dy, unde C: (z - 2)° + 4> = 1

Solutie. Avem P(z,y) = 2arctg ¥,Q(z,y) = z + In(z? + ¢?) s
P _ 2z 8Q _ z+y*42
Eriale e il

" 2 22
Atunci I'= [ [ o404 (x—fﬁ_—;;z—m L +y )dzdy =
=/ f(z-z)2+y251 drdy = m O

7. Flea_mdw —Q—f;-.’_jy'gdy

a. Si se calculeze integrala curbilinie fC(o, Ry unde, am notat cu
C(O, R) cercul de centru O gi razd R > 0.

b. Si se calculeze fr o, unde, I" este o curbi arbitrard inchisad astfel
Incat O € T
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Solutie. a. S& observim, mai intdi ci o € C1(R? \ {O}), deci pentru
calculul integralei de la punctul a nu se poate aplica formula Green-
Riemann. Folosim definitia integralei curbilinii; parametrizidm cercul:

z(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,27)

2
/ a= / dt = 2.
C(O,R) 0

b. Notdm cu K compactul marginit de curba I'. Distingem doua
cazuri: dacd O ¢ K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau
daci O € K (nu se poate aplica formula Green-Riemann).
Presupunem mai intai cd O € K; atunci:

fo- [ (3 ()5 (i)

Presupunem acum ci O € K fie R > 0 astfel incét C(O, R) este inclus
in interiorul lui K. Notdm cu D(O,R) discul deschis de centru O
gi razd R. Fie A compactul A = K \ D(O,R). Bordul orientat al
lui A este reuniunea A = I' UC(O, R), sensul pe cerc fiind sensul
trigonometric negativ. Deoarece O € A, avem:

/ o= // Odzdy = 0
8A A
/ O = / o =
r C(O,R)

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii direct gi aplicind for-
mula Green-Riemann:

a. feg”_’( ~yde +zdy), T ={(z,y) | & + & = 1}.
b. fra:yd9:+$2dy,
F={zy) |z +y*=1,220<y}U{(z,py) |z+y=-1,2<0,y <

0}.

Solugie. Pentru calculul direct se parametrizeaza cele doud curbe si se
aplica definitia integralei curbilinii. Vom calcula acum integralele cu
ajutorul formulei Green-Riemann.

a. Elipsa I' este inchisd iar 1-forma diferentiald este de clasi C! pe
IR?, deci putem aplica formula Green-Riemann (notdm K multimea
compacts mérginitd de T):

2 2
/ea-+lf( ydz + zdy) = // 263T%( ; %—}-%-2-) dxdy,

si obtinem:

Rezults :

O
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integrala dubla calculdndu-se cu coordonate polare generalizate.

b. Curba I nu este inchisé , deci nu putem aplica direct formula Green-
Riemann. Fie A(0,—1) si B(0,1) si fie [AB] segmentul orientat (de la
A ctre B) determinat de aceste puncte. Fie A = I' U [AB]; atunci A
este o curba inchisa i deci, aplicdnd formula Green-Riemann, obtinem
(notdm cu K compactul marginit de A):

. 2
/ zydr + Z—dy = // Odxdy = 0.
A 2 K

Rezultd deci:
2 2
/ zydx + —a-:——dy =— / zydz + m—dy =0,
r 2 (AB] 2
ultima integrald curbilinie calculdndu-se imediat cu definitia. C

S se calculeze circulatia cAmpului de vectori V pe curba I' in cazurile:
a. V =% + zyj,

I'={(z,y); 2?2 +3* =1,y >0} U{(z,v);y =2® - 1,y < O}.

b. V = e® cosyi — €% sinyj.

I" este 0 curbd arbitrara continud in semiplanul superior care unegte
punctele A(1,0) si B(—1,0), sensul flind de la A catre B.

Solutie. a. Vom aplica formula Green-Riemann; notdnd cu K interi-
orul curbei I'; obtinem:

_ r 1 1=z2
/VdT"z // —ydzdy = —-/ dw/ ydy.
r K -1 z2—1

b. Curba nu este inchisa ; fie [BA] segmentul orientat (de la B cétre
A) gi fie curba inchisd A = I' U [BA]. Calculdm circulatia lui V' pe
curba A cu ajutorul formulei Green-Riemann (notdm cu K compactul

méarginit de A):
/Vd? = ff Odzdy = 0,
A K

deci circulatia pe curba I este egald cu circulatia pe segmentul orientat
[AB]:
: 1
/Vd?z Vd?z—/ edt=1—e.
T [AB] 0
J

S4 se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmétoarele
integrale:
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10. I=] fz 222yzdydz + 22dzdz + zyz2drdy, unde % e fata exterioard a

11.

12.

semielipsoidului %; + %; + %; = 1 limitat de planul z = 0.

Solugie. I = [ [ [,(4zyz+ 0+ 2zyz)dzdydz =6 [ [ [, zyzdzdydz =

z2 _y? 0 ¢ / _1.2__12
=6/ [, (foc\/l—;g i’Lfa:yzdz> dedy =6 { [, 2 VT

zy%5 /o dzdy =

2
=3¢ [ [pay (1 ~ %; - ygg) dzdy =
— 9.2 . 2y —
= 3¢ ff;;+%§g1xy (1 % %;) dzdy =
= 3c? 02“ fol apcos Bbpsin 8(1 — p?)abpdpdf =
= 3a2b%c? fol p3(1 — p?)dp fo% cos f sin 8df =
= 3a2b2c? (344—/(1, — %ﬁ/é) 2(—cos20/%) =0 0O

I = [ [ z3dydz+z?ydzdz+2®2dzdy, unde T este suprafata cilindrului
22 + 3% = r? cuprinsy intre planele z = 0,z = a

Solugie. I = { [ [,,(3%% + 2 + 2?®)dzdydz = [ [ [, 5z*dxdydz =
= [27 [T [ 0% cos? Odzdpdf = Smert O

S& se determine fluxul cAmpului vectorial T = 2zi + yj — zk prin
suprafata ¥ : 4% + 22 = az,0 < z < a dups normala 7 la suprafaty
care face un unghi ascutit cu semiaxa negativa Oz.

Solutie. Fluxul @ al cAmpului vectorial T prin suprafata 3 este dat de
integrala de suprafatd & = [ [,,7 - 7do.

Inchidem suprafata 3 cu discul ¥; situat in planul z = a.

Notam S =% UX.

Teorema 13.2ne di [ [(U- Ndo = [ [ [,, dividzdydz, unde N e nor-
mala exterioard la suprafata S gi FrV = S

Avem divi = Z(2z) + £ (y) + £(—2) =2

Atunci [ [0 Ndo = [ [ [, 2dzdydz =2 [ [}, (jﬁ+_23 d:c) dydz =
_—_szD(@—ﬂz-l"z—z)dzdy,undeD:yg—l-zz§a2 |

Deci [ f50- Ndo =[5 [77 (a — &) pdodp = ma®

Dar,[ [47-Ndo = [ [{0-7do + [ [; 7 7T1do, unde 7y = (1,0,0) e
normala la suprafata £1. Rezultd @ = [ [(7-7do = ma®— [ le T-mdo
Pe suprafata ¥, : 2 = a,(y, z) € D,do = dxdy. Atunci

[ [, @ Mdo = [ [ 2zdo = [ [}, 2adzdy = 2aaria(D) = 27ma® =
= & = [ [(7 - ndo = 7a® — 2na® = —ma® O
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13. S& se determine fluxul cAmpului vectorial ¥ = zi + yj + zk prin
suprafata Inchisi de cilindrul 22 + ¢ = R? si planele z =0 g1 z =
= a, dupd normala exterioara la suprafata.

Solutie. Fluxul ® al cAmpului vectorial 7 prin suprafata inchisd X este
dat de integrala de suprafatd @ = [ [ 7- 7do.

Cf. Teoremei 13.2 avem ® = [ [T -7do = [ [ [, dividzdydz, unde
V este volumul inchis de suprafata X.

dive = 2 (z) + 8%(y) +£(2) =3
Atunci @ = [ [ [, 3dzdydz = 3vol(V) = 3rR%a

Calculdm fluxul direct, fara Teorema 13.2. Fie ¥ = X1 UXoU X3, unde
31 e baza cilindrului cu normala 7; = (0,0, —1),X9 e baza cilindru-
lui cu normala @y = (0,0,1),23 e suprafata laterald a cilindrului cu

N, . sradf (222900 _ rz y — 2 2 _ p2
normala M3 = lesdlT = Jityay? (R, R,O),unde f=2+y“—R

Atunci

@=fleﬁ-ﬁlda-|—ff226-ﬁ2da+ff23'ﬁ'h‘3d0=fle —zdo+
+ff222+ff23(x'l%-l_y'%+z'0)dasz210+ff22a+
+ff23 ‘”2;'”2 =ff22a+f fzaRza-ariaZJz-i-R-ariaZg=

= a7 R? + R27Ra = 37 R%a O

14. Calculati fluxul campului vectorial T = z7 + z%] + y?k prin suprafata
laterald a conului z° = 22 +y? marginit de planul z = 1, pentru z > 0.

Solutie. Pentru a aplica formula lui Gauss-Ostrogradski inchidem supra-

fata format# din conul 22 = 22 +y% cu discul z = 1,2% + 2 < 1
Avem divi=1= & =ff25-ﬁda=fff\/m<z<idmdydz= %

Calculdm fluxul Iui ¥ prin discul z = 1,2% 4+ y? < 1 care mirgineste
conul dupd normala exterioara . Aplicdm definitia observind cad 7@ =

=ks§i7-7=19y% Deci ff;l)xg+y2§ T Tido = ff=1,$2+y251 yido =
= [ Jorecr VPdzdy = fy f37 0% sin? 0d9dp = F

Fluxul cerut va fi diferenta dintre fluxul lui 7 prin con si fluxul lui ©

prin disculz=1,:c2+y2Sl,deci@=%-—%=% O

15. (Legea lui Gauss) Pentru orice ¢ > 0, considerdm c&mpul scalar

fzy,2) = Am\/22 + 32 + 22 "~ d4mr
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si fie cAmpul de gradienti:
E = —gradf.

Campul scalar f reprezintd potentialul electric (sau potential New-
tonian) asociat sarcinei electrice g plasate in O, iar E este cAmpul
electric generat (sau cdmp Newtonian).

a. Si se expliciteze F si s& se demonstreze c& este camp solenoidal,
adicd : divE =0.

b. S& se demonstreze c& fluxul cAmpului E prin orice suprafats inchiss
ce nu contine originea in interior este nul.

c. S& se demonstreze c& fluxul cainpului F prin orice suprafatd inchisg
ce contine originea in interior este g, (legea lui Gauss).

Solugie. a. Putem calcula E direct cu definitia, sau aplicind pro-
prietitile gradientului; obtinem:

E = —gradf = 4113

Arstim acum ci E este solenoidal:
divE = —grad(divf) = ~Af = (37‘ —3r(z® +y*+2Y)) =0.

b. Fie ¥ ¢ suprafata Inchiséd ce nu coni_;me originea in interior. Deoarece
campul electric E este de clasi C* pe R3\ {0}, sunt indeplinite
ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski si deci, (notdm cu K compactul
marginit de ¥ si cu 7@ versorul normalei exterioare la X}, obtinem:

— —_ f —
fz(E)=LEﬁda=/j LdivEd:cdydz=O.

c. Fie acum X o suprafatd inchisd ce contine originea in interior.
Deoarece E nu este de clasi C! pe compactul K mirginit de &, (E nefi-
ind de clas& C in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski
pentru a calcula fluxul lui E prin £. Fie R > 0 astfel incat sfera de
centru O si razd R (notatd in continuare cu §), s fie inclusd in in-
teriorul lui . Fie suprafata (inchisd ) £; = ¥ U S, orientatd dupd
normala exterioard (deci pe S este normala interioard la sferd ). Fie
K1 multimea compactd marginitd de ;. Deoarece O ¢ K, fluxul lui
E prin 2 este nul (conform (b)). Rezults c& fluxul lui E prin X este

T

egal cu fluxul lui F prin S (orientatd dupf normala exterioard 7 = &
la sferd ):

P27 T
Fs(E) =/Fﬁda= 4%/ d(p/ sinf df =
S mJo 0
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16.

17.

18.

19.

Fie T = yzi + 2z2j — 2°k.S4 se calculeze fluxul lui ¥ prin elipsoidul
472 + 4° + 42°> = 8 dup# normala exterioard , precum si circulatia
lui ¥ In lungul curbei C de intersectie a elipsoidului cu planul z = 1,
parcursad pozitiv o datd in raport cu Oz.

Solutie. Cum divv = 0, rezultd , cf. Teoremei 13.2, c& fluxul ® =0

Pentru circulatie putem aplica teorema 13.3, ludnd ca suprafati X
portiunea din planul 2z = 1 interioard curbei C.
Avem rotT = —2zi+ 2z +y)j + 2k sim =k

Atunci [, 9dF = [ [;(rotT) - Tido = [ [ do = ariaX = 27 (Aria unei
elipse de semiaxe a,b este wab si se poate calcula cu ajutorul integralei
curbilinii) O

S& se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui
Stokes:

I= fG ydz + zdy+xdz,unde C este cercul 22 +y?+22 = a2,z +y+2 =
== (}, parcurs in sens invers sensului de migcare a acelor de ceasornic,
daca privim din directia pozitiva a axei Oz

Solutie. I = [, yda: + zdy + zdz = [ [ —dydz — dzdz — dody =
-[Js (\/— f \/-> —+/3 [ [ do,decarece (\}g \}g’ 1}5) sunt

cosinusii directori ai normalei la fata ¥

Dacé D este interiorul proiectiei cercului C pe planul zOy, atunci (prin
eliminarea lui z intre cele dous ecuatii ale lui C) D : 22 + zy + 3% <
<2 z2=20

= 9

Deci I = —/3 [ [, dzdy = —ma®V/3 O

I'= [,(y—2)dz+ (2 - a:)dy + (:1: ~ y)dz, unde C este elipsa obtinuti
prin intersectia cilindrului 2 4+ % = 1 cu planul z + z = 1, parcurs#
astfel Incat proiectia curbei C pe planul zOy si fie orientata pozitiv

Solutie. Avem ¥ :z=1-2,(z,y) € D, unde D este discul din planul
zQy marginit de curba I'-proiectia curbei C in acest plan. Integrala se

calculeazd pe fata superioard a suprafetei ¥ cu normala 7@ (%, 0, \%) ,
do = V2dzdy

I=[ fy~2dydz ~ 2dzde — 2dzdy = =2 [ [y (L5 + &) do =

= —:/4—5 f fD V2dzdy = —4ariaD = —4rw O

Fie ¥ emisfera superioars a sferei unitate si 7 = 21+ zJ +zyzk. Aflati
fluxul rotorului lui T prin X orientatd dupd normala exterioard .
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Solugie. Folosind teorema 13.3 avem de calculat circulatia lui 7 de-a
lungul cercului z = 0,22 + 32 = 1:

fo0dF = [ zdz + zdy + yzdz = f027’ cos’tdt =

Integrala 'poate fi calculati direct:

7 7 k
rotv = 3—3z 3% 5‘9; =121+ (1 —yz)j + k gi observim ci =7
z T zYz

Deci rotv -7t = 22z + y(1 — yz) + 2
[ fyrott-Ado = [ [z%2 + y(1 — y2) + 2]do =
= [ sl wg-y'*“)vl‘f”?‘y”y]m

=/ fz-r’y2<1 2% — y? + Ddzdy + [ fr2+y2 1 \/—dedy = 7 (prin
trecere la coordonate polare) O

G#siti circulatia cAmpului vectorial ¥ = 3?1 + zyj + (2% + %)k prin
conturul format din intersectia paraboloidului 22 +y? = Rz cu planele
z = 0,y = 0,z = R parcurs in sens pozitiv relativ la normala exte-
rioard a paraboloidului.

Solutie. Direct: [y, 5TdF = [53 UdF + [55TdT + [g5 TdF
Scriem ecuatiile parametrice ale curbelor:
52::1:=0,y=t,z= %,t € [0, R)

AB:z = Rsint,y = Rcost,z = R,t € [ g]

OB : r=ty=0,z= %,t € [0, R]

3

53708 = [53 V% dz + aydy + (@ +7)dz = [jT42 - Zdt = &
fapvdr = - [ 2 Fdt = - &

Jop Tdr = fog R3cos® tdt — fog R3sin’ ¢ cos tdt

Pentru calculul intpgralei I % cos3 tdt facem schimbarea sint = Vu=

=>fzcos odt"‘fo cost(1l—sin? t)dt = fo(l wu"idu = B (3,2) =

_TEr@ _ A 4
r(e+3) = $3vF 3

Deducem ca B 7d7 = R3

Circulatia este fOAB vdr = R® (% +1-— %) = R3 Cu teorema 13.3:
Curba este portiunea de paraboloid orientatd dupd normala exterioara

fOAB vdT = f f =%($2+yz)=$2+y25R2,$,y20 rOt’U * TLdO’

Avem rot? = 2yi — 227 — vk
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21.

Fie ¢ = —22 — 4% + Rz. Normala la suprafati este 7 = llgizgwél -

= Vw2 TR

i) =1 (22412),22 42 <R2,2,y>0 rotv - ndo =

=3[ Jaryyp<rr oz (“% 2y + 4~ y) dzdy =

=3[ fog —p? sin #dfdp = R3 0

Calculati circulatia vectorului o = (z + y)i + (y + 2)j + (2 + 2)k de-a
lungul elipsei C : 22 +2y% = 1,z = 0. Se va verifica rezultatul aplicind
formula lui Stokes gi calculdnd fluxul rotorului lui 7 prin suprafetele :

a) elipsa C;
b) elipsoidul z2? 4 2y? + 422 = 1 situat deasupra planului zOy.

Solutie. Direct vom folosi reprezentarea parametricd a elipsei C :

T =cosf,y = % sinf,z = 0 gi obtinem

fcﬁdF = fo T +y)dz + (y + z)dy + (z42)dz =

= [ [(cos9+fs1n9) (- sm9)+ ssin 6 - ﬁCOSHJ df =

= ——fo% (75 sin? 6 + %sinﬂcosﬁ) dd = ~7§

Se va verifica rezultatul aplicand formula lui Stokes :
a)roti = —(i+j+ k) A=k
Atunci

J J5(@otv) mdo =~ [ [sdo =~ [ [ 00 dody =%

b) Pentru suprafata elipsoidulului situatd deasupra planului zOy se

obtine

_ _ wit2yj+4ek o
Va2 +4y? 41622 (rot?) 7

Atunci

+2y+4 —
J J5(xotw) - ndo = [ [5 - z§+4§2+iez2 do =

_ _ z+2y+4z ' v/ 72 +4y2 41622 _
- ffa:2+2y2<1 \/x2+4y2+16z2 4z d:z:dy -

_ 1 z4-2y+4z _
- 73 f f:c2+2y2§1 z d:z:dy -

_ 1 ff x+2y+4%\/1—z2—2y2d$dy _
4. 24+292<1 _415\/{_3:2_23,2

) 24 442 1622
z+2y+4z2 do = VZ +4’.li+ 2 dmdy

22 +4y2+1622’

3

' +2; _
= =3 fj$2+2y2§1 (:‘—m'—\/——z——zzyz + 2) dzdy =
= _—_1_ p(cos §++/2sin 6) s
=2 [Jo I < Gl 4 2) pdpde} 2 -
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22. S& se calculeze direct si cu formula lui Stokes integrala curbilinie

/(y2 - zz)d:z: + (z2 - :vg)dy + (x2 - y2)dz,
r

unde I" este poligonul de intersectie dintre cubul [0,1] x [0,1] % [0, 1] si
planul z +y + 2z = 3.

Solutie. T" este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu
definitia trebuie parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura
din planul zOy are parametrizarea:

3 1
)=tylt)==—t te |=,1].
o) =t =3 -t t€ | 5.1]
Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie ¥ portiunea
din planul z + y + z = % situatd in interiorul cubului (interiorul
hexagonului). Proiectia lui ¥ pe planul zOy este multimea

0<z<1,0<y<1},

D={(z,y);5s<z+y<

l\DI»—-ﬂ
l\.’)lc.o

a cirei arie este 3. O parametrizare (carteziand ) a suprafetei T este

3
zzi—x—y, (z,y) € D.

Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/(y2 — 22)dz + (22 — 2¥)dy + (22 — y?)dz =
r

=—2/(a:+g)d:z:/\dy+(y+z)dy/\dz+(z—r:n)dz/\dm—

= —2// 3dzdy = —6aria(D) = 9

13.3 Probleme propuse

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Green,urmaétoarele integrale cur-
bilinii :
L I=[, e+ (—ydz + zdy), (C) i 2® + > =1
R: /= fc ezz"ryg(—yd:c + zdy} = 2me
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I = [,(z+y)*dz - (z —y)*dy, unde C este curba inchis de parabola
y = z° i dreapta y = z,parcursa in sens direct

R: /= —%
I = [(z+y)dz — (z —y)dy,C: 2% +y? =12
R: I = —2772

I = [;(z+y)’dz — (z* + y*)dy, unde C este triunghiul cu varfurile
0(0,0),

A(1,0), B(0,1)

R:7=-1

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmitoarele
integrale:

I = [ [ z%dydz + y?dzdz + 2%dzdy.T este fata exterioard a sferei

:r2+y2+22=a2
R:I=0

I = [ [ 22dydz + yPdzdz + 23dzdy, T este fata exterioari a suprafetei

inchise 22 + 92 =22, 2=h
R: = ?—gh5
I = Jf fz zyz(zdydz + ydzdz + 2dzdy), unde ¥ : 2% + 2 + 2% =
= a,?', z,Y,z 2 0
6
R:I=%
S# se calculeze fluxul @ = [ [ T-7ido cu formula lui Gauss-Ostrogradski:

7= —yi + 27, unde ¥ este cubul unitate
R:®=0

v = 2% + y%j + 2k, unde T este sfera unitate
R: =0

=i+ 2yj, unde X are fetele z =0,y =0,z -0,z +y+z=1
R:@z%

Si se calculede fluxul cAmpului ¥ = (y — 2)7 + (z — )7 + (z — y)k prin
suprafata deschisi £ : 22 +y? =4 — 2z, z > 0, direct si folosind formula
Gauss-Ostrogradski, normala facdnd unghi ascutit cu Oz.

R:®=0
Fie V: 2 +y2+ % <117 =32%2+ (y? —2z)7+2%k. S& se calculeze
[ [ - Tido.

R: [ fi, 7 7do= 28

w
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Calculati fluxul vectorului 7 = ; prin suprafata T :z? + 12 =22,z =
= h,h > 0. S& se verifice rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski.

R: & = 2rh?(v/2 - 1)

Calculati fluxul vectorului 7 = Tiq prin suprafata inchisd marginitd de
suprafetele 22 + 4% + 22 = R%2,z = 0,y = 0,z = 0. S& se verifice
rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski.

R: & = %’RB“‘?

S se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui
Stokes:

£

I= fc ydz+zdy+zdz, unde C : z = acos’t,y = 7 sin 2t, z = asin’t

R: I = ——"ﬁaz (scriem ecuaftia curbei C elimindnd parametrul t si
obtinem z? + 4% + 22 = a%,z+ 2 = 0)

I=[,pc(z—y)dz + (z - z)dy + (y — z)dz luatd de-a lungul laturilor
triunghiului determinat de punctele A(q,0,0), B(0,5,0),C(0.0,c)

R: I =ab+bc+ac

Calculati circulatia campului vectorial 7 = yi — zj + zk de-a lungul
2 2
elipsei y = z, % + 2% = a?, versorul normalei la planul curbei 7@ =

71—

= \—/_—;;, folosind formula lui Stokes.
R: 2ma?

Aflati circulatia cAmpului vectorial 7 = 3zi + 2yk de-a lungul cercului
cu centrul in (1, 2, 3) de razi r din planul z+y+ z = 6 parcurs in sens

pozitiv fatd de @ = i+j§r§ folosind formula lui Stokes.

2

. e

R: 7
Calculati circulatia vectorului 7 = yi + y2zj + 22k de-a lungul cercului
C:z?+y?=1,2z=2. Se va verifica rezultatul aplicAnd formula lui
Stokes gi calculand fluxul rotorului lui T ce strdbate suprafata sferei

z2 + y? + (2 — 2)% = 1 situate deasupra planului z = 2.
R: —7
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10. I = [ [ 22%yzdydz + z*dzdz + zyz*dzdy, unde T e fata exterioari a

11.

12.

semielipsoidului %; + %; + %fv = 1 limitat de planul z = 0.

Solufte. I= [ | fV dzyz + 0+ 2zyz)dadydz =6 [ | fV ryzda:dydz =

=6/ /5, (fo“ 27zyzdz> dzdy = 6fway2/0“ lgd:z:dy—

2 2 ,
=3¢ [ [pzy (1 ~ 5 - %7) dxdy =
2.2 _ _2 - 2 —
= 3¢ ff$+%§s1wy<l z %2-) dzdy =
= 3¢? 02” fol apcos Obpsin (1 — p?)abpdpdd =
= 3a2b*c? 01 p3(1 — p?)dp f027r cos 6 sin 8df =
= 3a%b%c? (%4/(1, - %—6/6) H(—c0s20/3) =0 0

I = [ [ 2®dydz+2?ydzds+z2zdzdy, unde T este suprafata cilindrului
22 + y? = r? cuprinsi intre plancle z = 0,2 =a

Solutie. I= [ [ [,/(32% + o2 +a?)dadydz = [ [ [, 5a2dadydz =
o f OT .,roa 103 cos? 0dzdpdf = _Sﬂiﬁ _

S8 se determine fluxul cAmpului vectorial ¥ = 2zi + yj — zk prin
suprafata ¥ : 42 + 22 = az,0 < < a dupi normala 7 la suprafaty
care face un unghi ascutit cu semiaxa negativd Oz.

Solugie. Fluxul @ al cAmpului vectorial ¥ prin suprafata 3 este dat de
integrala de suprafatd ® = [ [, 7 7o,

Inchidem suprafata % cu discul ¥; situat in planul z = a.

Notdm S =X U Z.

Teorema 13.2 ne di [ [(%- Ndo = [ [ [, dividzdydz, unde N e nor-
mala exterioard la suprafata S ¢i FrV = §

Avem divo = £(27) + a%(y) +E(-z)=2

Atunci [ [qv- Ndo = [ [ [, 2dzdydz =2 f [, ( 242 d:c) dydz =
—-2ffD<a— )dzdyundeD y? + 22 < a? "'

Deci [ f37- Ndo =[5 [77 (a = &) pdddp = ma?

Dar, [ f5'15~1_\7_da = [ [T -7Ado + [ leﬁ-ﬁlda, unde 7; = (1,0,0) e
normala la suprafata ;. Rezultd ® = [ [, 7-7do = ma’— | le T M do
Pe suprafata ¥, : ¢ = q,(y, 2) € D,do = dzdy. Atunci

[ 5,7 mdo = [ [; 2zdo= ffD 2adzdy = 2aaria(D) = 2ma® =
= &= [ [T 7do = 7a® — 2ma® = —ma® O
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13. S4 se determine fluxul cAmpului vectorial ¥ = i + yj + zk prin
suprafata inchisd de cilindrul 22 4+ ¢? = R? si planele z =0 gi z =
= @, dupd normala exterioara la suprafata.

Solutie. Fluxul ® al cAmpului vectorial T prin suprafata inchisi X este
dat de integrala de suprafatd ® = [ [, 7 -7do.

Cf. Teoremei 13.2 avem ® = [ [0 -7do = [ [ [, dividzdydz, unde
V este volumul inchis de suprafata .

divi = Z(z) + £ () + £(2) =3

Atunci ® = [ [ [, 3dzdydz = 3vol(V) = 3rR%a

Calculam fluxul direct, fard Teorema 13.2. Fie ¥ = X1 UXoUX3, unde
21 e baza cilindrului cu normala 73 = (0,0,—-1),%9 e baza cilindru-

lui cu normala Ny = (0,0,1),X3 e suprafata laterald a cilindrului cu

o B df _ _(2z,290) _ — 2 2 _ 2
normala 73 = ||§Tr;df|] = i (%, %,0) ounde f =z +y*— R

Atuncd

@=ffgl@-ﬁwia+ff22§-ﬁ2do+ffzsﬁ.ﬁ3do-=fle —2do+
[l 2+ (@ f+y-§+2-00do=[[5 0+ ] [, at
+ff>33 ngyz = ffzga+ff233=a‘ariaﬁz-‘r-R-ariaEg =

= grR% + R2nRa = 37 R%a 0

14. Calculati fluxul cAmpului vectorial ¥ = zi + z%7 + 4k prin suprafata
laterald a conului 22 = 22+ y? mérginit de planul z = 1, pentru z > 0.

Solutie. Pentru a aplica formula lui Gauss-Ostrogradski inchidem supra-

fata formatd din conul 22 = 22 + 3% cu discul z = 1,22 + 2 < 1
Avemdivi=1=®=[ [(7-nido= [ [ [ 5—_ _ dedydz=75%

V22 +y2<2<1
Calculsm fluxul lui ¥ prin discul z = 1,22 + y? < 1 carc mirgineste
conul dupd normala exterioara . Aplicdm definitia observand cd @ =
=ksiv -7 =1y% Deci ffdzl,x2+y2§15 - Tdo = fle,rgwgs.l ydo =
= [ fayp Vdedy =[5 o7 ¢°sin® 0dfdp =
Fluxul cerut va fi diferenta dintre fluxul lui 7 prin con si fluxul lui

prindiscul z=1,22+y* <1l deci 8=5 -5 =% O

15. (Legea lui Gauss) Pentru orice ¢ > 0, considerfim cadmpul scalar

q q

r,Y,z)= - : =
f@9,2) dry/z? +y2 + 22 dar
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si fie cdmpul de gradienti:
E = —gradf.

Campul scalar f reprezintd potentialul electric (sau potential New-
tonian) asociat sarcinei electrice ¢ plasate in O, iar E este cimpul
electric generat (sau camp Newtonian).

a. S& se expliciteze F i si se demonstreze ci este caAmp solenoidal,
adica : divE = 0.

b. S& se demonstreze ci fluxul cAmpului E prin orice suprafaty inchis#
ce nu contine originea in interior este nul.

c. S3 se demonstreze c3 fluxul cdinpului E prin orice suprafats inchiss
ce contine originea in interior este g, (legea lui Gauss).

Solutie. a. Putem calcula E direct cu definitia, sau aplicind pro-
prietatile gradientului; obtinem:

E = —gradf = 4i13

Ardtim acum ci E este solenoidal:
divE = —grad(divf) = —-Af = — (37‘ —3r(z? +y* +2%)) = 0.

b. Fie X ¢ suprafata inchisa ce nu coni;me originea in interior. Deoarece
campul electric E este de clasi C! pe R3\ {O}, sunt indeplinite
ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski si deci, (notdm cu K compactul
marginit de ¥ si cu 7@ versorul normalei exterioare la X), obtinem:

— _ { —
fg(E)=/2Eﬁda=/j LdivEdwdydzz

c. Fie acum X o suprafatd inchisd ce contine originea in interior.
Deoarece E nu este de class C! pe compactul K mirginit de &, (E nefi-
ind de clas3 C! in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski
pentru a calcula fluxul lui E prin . Fie R > 0 astfel incat sfera de
centru O gi razd R (notatd in continuare cu §), s fie inclusd in in-
teriorul lui 3. Fie suprafata (inchisi ) 7 = ¥ U S, orientatd dupa
normala exterioard (deci pe S este normala interioard la sferd ). Fie
K7 multimea compactd marginitd de 1. Deoarece O ¢ K1, fluxul 1ui
E prin X, este nul (conform (b)). Rezultd c& fluxul lui Z prin ¥ este
egal cu fluxul lui E prin S (orientats dupi normala exterioars 7 = }"—2
la sferd ):

27
Fs(E) = j Endo —/ dga/ sinfdf = g.
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16.

17.

18.

19.

Fie T = yzi + 222j — 2%k.S% se calculeze fluxul lui ¥ prin elipsoidul
472 + y? + 42° = 8 dupd normala exterioars , precum si circulatia
lui 7 In lungul curbei C de intersectie a elipsoidului cu planul z = 1,
parcursa pozitiv o data in raport cu Oz.

Solutie. Cum divv = 0, rezultd , cf. Teoremei 13.2, c& fluxul ® =0

Pentru circulatie putem aplica teorema 13.3, ludnd ca suprafatd =
portiunea din planul z = 1 interioara curbei C.
Avem rot7 = —2zi+ 2z +y)] +2ksin=%

Atundi [, 7dF = [ [(rotT) - ido = [ [ do = ariaX = 2r (Aria unei
elipse de semiaxe a,b este mab si se poate calcula cu ajutorul integralei
curbilinii) N

S& se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui
Stokes:

I= fo ydz + zdy+zdz,unde C este cercul 2 +y?+2° = 0, z+y+2 =
= (), parcurs In sens invers sensului de miscare a acelor de ceasornic,
daca privim din directia pozitiva a axei Oz

Solutie. I = [, ydw + zdy + zdz = [ [ —dydz — dzdx — dedy =
—Ifs (\/- e \/—) —/3 [ [ do,decarece (\}5 75 %) sunt
cosinugii directori ai normalei la fata &

Daci D este interiorul proiectiei cercului C pe planul 2Oy, atunci (prin
eliminarea lui z intre cele doud ecuatii ale lui C) D : 22 + zy + y% <
< (12_2, z=0

Deci I = —\/§f [pdzdy = —ma/3 O

I'= [ (y—2)de+ (2 - m)dy + (as — y)dz, unde C este elipsa obtinuti
prin intersectia cilindrului 2 + 2 = 1 cu planul z + z = 1, parcursi
astfel incat proiectia curbei C pe planul zOy si fie orientatd pozitiv

Solutie. Avem ¥ : z =1—z,(z,y) € D, unde D este discul din planul
2Oy marginit de curba I'-proiectia curbei C In acest plan. Integrala se

calculeazi pe fata superioars a suprafetei & cu normala 7 (%, 0, 713) :
do = v/2dzdy

I = [ [, —2dydz — 2dzdx — 2dzdy = 2 [ [ (% + %) do =
= —% [ [p V2dzdy = —4ariaD = —4x 0

Fie T emisfera superioard a sferei unitate si 7 = 21+ zj +zyzk. Aflati
fluxul rotorului lui ¥ prin X orientatd dupd normala exterioara .
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Solutie. Folosind teorema 13.3 avemn de calculat circulatia lui 7 de-a
lungul cercului z = 0,z% + 3% = 1:

[ UdF = [, zdx + zdy + zyzdz = fozﬂ cos’tdt =1

Integrala poate fi calculata direct:

i 7 k|
ot = |2 & gi—l’zg*(l— )7+ k gi observim ci m =T
=5z 3y 9z|~ ! yz)j + k si observa n=
z T zY2

Deci rotv -7 = 22z + y(1 — yz) + 2

[ fs1ott - ido = [ [5[z%z + y(1 — yz) + 2]do =

= 2 _ T2 =2 dedy
_ff:z:z-{—yle[(x _y2+1) 1—$2—y2+y]%—

—_ ' 2 2 . *

=/ j$2+y2$1(:c —y* + 1)dzdy + | f$2+yle \/—T—;Q——?dxdy = 7 (prin
trecere la coordonate polare) N

Gisiti circulatia cAmpului vectorial ¥ = 3% + zyj + (22 + )k prin
conturul format din intersectia paraboloidului 22 +1? = Rz cu planele
z = 0,y = 0,z = R parcurs In sens pozitiv relativ la normala exte-
rioard a paraboloidului.

Solutie. Direct: [, 45 TdF = [53 UdF + [15TdT + [z Tdr
Scriem ecuatiile parametrice ale curbelor:

OA - z=0y=tz= %,t € [0, R]

AB:z = Rsint,y = Rcost,z= R,t € [0,%]

OB : z=ty=02z= %,t € [0, R]

— . , R 3
[53 007 = [55v%da + aydy + (2 +yP)dz = [ 2 Ldt = &
fpvdr = — [ %ap = 2

Jap 0dF = [ R3cosdtdt — [2 R®sin’t cos tdt

Pentru calculul 1nte=grale1 fo cos® tdt facem schimbarea sint = /u =
ﬁf cos® fo cos t(1—sin? fo (1-u)u ~3du = B(3,2) =
(3 )1“(2) _ ﬁ 4

T T+ T T B
Deducem c& [ 7d7 = R?

Circulatia este fOAB vdF = R3 ( +1- —) = R3 Cu teorema 13.3:
Curba este portiunea de paraboloid orientatsd dupé normala exterioara

Avem rotT = 2yi — 227 — yk
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21,

Fie ¢ = —z% — y%2 + Rz. Normala la suprafatd este 71 = %:3—(:,—'

- \/4xz+14y2+R2 (=22, -2y, )

ff=%(m2+y2),z2+y23R2,z,yzo rot¥ - ndo =

=3 farsyrcrr a0 (*2—5‘ 2y + R~ y) dzdy =

=3 [F fog —p? sin 6dfdp = R® M

Caleulati circulatia vectorului ¥ = (z + y)i + (y + 2)j + (2 + x)k de-a
lungul elipsei C : z2+2y? = 1, 2 = 0. Se va verifica rezultatul aplicind
formula lui Stokes si calculdnd fluxul rotorului lui ¥ prin suprafetele :
a) elipsa C;

b) elipsoidul 2% + 2y? 4 422 = 1 situat deasupra planului zOy.

Solutie. Direct vom folosi reprezentarea parametrica a elipsei C :

T =cosf,y= % sind, z = 0 si obtinem

fc vdr = fc(m +y)dz + (y+ 2)dy + (z + z)dz =
= 027r [(cos&—k %Sinﬁ) (—sind) + \/-smé \/icosﬁ] df =

== o27r (715' sin® @ + %stcosB) do = ——ﬁ

Se va verifica rezultatul aplicand formula lui Stokes :
a)rott = —(i+j+k)A=k

Atunci

[ [s(otT) fido = — [ Jgdo=—[ Joraype dxdy = =5

b) Pentru suprafata elipsoidulului situatd deasupra planului 2Oy se
obtine

— a2y 7+4zk — — z v/ 22 +4y2 41622
7= Ti+2yj+4zk , (rotv)-n — ____zH+2ytd do = z 47J d.’L‘dy

V22 +4y2+1622 /T2 +4y2+1622 z
Atunci

=\ | = _ _T+2yt+4zr

— __ z+2y44z _ /T2 4+4y241622 _
=] fa:2+'2y2<1 V&2 +4y?+1622 4z drdy =

1 z+2y+4z _

4 f f:1:2+2-y2§1 z dzdy =

z+2y+434/1-22-2y2 dody =

_ 1 .
— 4 ffa:2+2y2§1 %\/1—9;2—-2312

+21 -
— ——% f fm2+2y2<1 ( F——_lix2-1—1-2’y—2 -+ 2) d.’L‘dy =
ﬁ27r C 07‘\/_ ] 6 w
[ fo os 2sin ) > pdpde} -_W D

2\/2 JO V1-p2
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CAPITOLUL 13. FORMULE INTEGRALE

22. S& se calculeze direct si cu formula lui Stokes integrala curbilinie

/(y2 - zz)da: + (z2 — x2)dy + (a:2 — y2)dz,
r

unde I" este poligonul de intersectie dintre cubul [0,1] x [0,1] x [0, 1] i
planul z +y+ 2z = -g—

Solutie. T' este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu
definitia trebuie parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura
din planul 2Oy are parametrizarea:

3 1
t\:t = - — - .
z(t) =1,y(t) 7 ~hic [2,1J

Calculdm acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie ¥ portiunea
din planul z + y + 2z = % situatd in interiorul cubului (interiorul
hexagonului). Proiectia lui ¥ pe planul 2Oy este multimea

1
D={(w,y);§Sx+ySg,OSwél,OSySI},

a carei arie este %. O parametrizare (carteziand ) a suprafetei X este

3
z:é-—m—y, (z,y) € D.

Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/ (1 — 2)dz + (2 — 29 dy + (2% — y?)dz =
r

=—-2/(:c+’y)da:/\dy+(y+z)dy/\dz+(z+:n)dz/\da:=
)

= —Zf/ 3dzdy = —6aria(D) = —g.
D. 2

13.3 Probleme propuse

S4 se calculeze cu ajutorul formulei lui Green,urmétoarele integrale cur-

bilinii :

1. I= fce‘”2+y2(—ydw +xzdy), (C) :x? + 9% =1

R: [= [, e$2+y2(—yd:c + zdy) = 2me



13.3.

2.

10.

11.

12.

PROBLEME PROPUSE

o
=
Ot

I= fg(x + y)?dz — (z — y)%dy, unde C este curba inchisi de parabola
y = z* ¢i dreapta y = z,parcursi in sens direct

I G |
R:[=-1

I = [(z+y)ds - (z—y)dy,C : 2% + y? =1r?

R: I = —2mr?

I = [,(z+y)*dz — (z* + y®)dy, unde C este triunghiul cu varfurile
0(0, 0),

A(1,0), B(0,1)

R:7=-1

Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradski, urmatoarele
integrale:

I = [ [;2?dydz + y?dzdz + 22dzdy,T este fata exterioard a sferei

x2+y2+z2:a2

R: =0
I = [ [;z3dydz + y>dzdz + 2z3dzdy,T este fata exterioard a suprafetei
inchise 22 + 2 =22, 2="h
R: [ =3Th°
I = [ [yzyz(adydz + ydzdz + zdzdy), unde X : 2% + 2 + 2% =
= a,?,, I,y,z Z 0
6
R:I=7%

S& se calculeze fluxul @ = [ J. ¥Rdo cu formula lui Gauss-Ostrogradski:

¥ = —yi -+ z7, unde ¥ este cubul unitate
R:®=0

2

7 = 221 + 4% + 2%k, unde X este sfera unitate

R: =0

T=2xi+ 2yj, unde X are fetelex = 0,y =0,z -0,z +y+2z=1
. H— L
R: @ =1
S& se calculede fluxul cAmpului ¥ = (y — 2)i + (z — 2)7 + (z — y)k prin

suprafata deschisi & : 22 +y? =4 — 2,2z > 0, direct si folosind formula
Gauss-Ostrogradski, normala facand unghi ascutit cu Oz.

R:d=0

Fie V : 243 +1°+ -293 < 1siv = 32%21+ (y? —22)j +2°k. S& se calculeze

[ Jo 7 - Tdo.
R: [ [y 7 Tido = 257
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

CAPITOLUL 13. FORMULE INTEGRALE
Calculati fluxul vectorului 7 = § prin suprafata ¥ : z? + 4% = 22,2 =
= h, h > 0. S& se verifice rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski.

R: & = 2rh%(vV2 - 1)

Calculati fluxul vectorului v = % prin suprafata inchisd marginitd de
suprafetele 22 +y2 + 22 = R%,z = 0,y = 0,z = 0. Si se verifice
rezultatul cu formula Gauss-Ostrogradski.

R: &= §R3"q

S se calculeze urmatoarele integrale curbilinii cu ajutorul formulei lui
Stokes:

g

I= fc ydz+2zdy+zdz, unde C : z = acos’t,y = 7 sin2t,z = asin®t

R: T = —T’/’-Ea? (scriem ecuatia curbei C elimindnd parametrul ¢ si
obtinem z2 + 4% 4+ 22 = a%,2 + 2z = 0)

I= [,pc(z—9y)dz + (z — 2z)dy + (y — z)dz luatd de-a lungul laturilor
triunghiului determinat de punctele A(q,0,0), B(0,b,0),C(0.0,¢)

R: I =ab+bc+ac

Calculati circulatia campului vectorial T = yi — 27 + zk de-a lungul
2 2
elipsei y = z, =5 + 2% = a?, versorul normalei la planul curbei & =

= i—\;—%, folosind formula lui Stokes.
R: 2ma?

Aflati circulatia cAmpului vectorial ¥ = 3zi + 2yk de-a lungul cercului
cu centrul in (1,2, 3) de raza r din planul z 4y + z = 6 parcurs in sens

pozitiv fatd de m = Z—T\;-%F—E folosind formula lui Stokes.

. _ar?
R: 7
Calculati circulatia vectorului ¥ = yi + yzj + zzk de-a lungul cercului
C:2%4+4y?=1,2=2. Se va verifica rezultatul aplicind formula lui
Stokes si calculand fluxul rotorului lui 7 ce stribate suprafata sferei

22 + 4% + (2 — 2)? = 1 situate deasupra planului z = 2.
R: -7
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